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2005A 题 长江水质的评价和预测

水是人类赖以生存的资源，保护水资源就是保护我们自己，对于我国大江大

河水资源的保护和治理应是重中之重。专家们呼吁：“以人为本，建设文明和

谐社会，改善人与自然的环境，减少污染。”

长江是我国第一、世界第三大河流，长江水质的污染程度日趋严重，已引起

了相关政府部门和专家们的高度重视。2004年 10月，由全国政协与中国发展研

究院联合组成“保护长江万里行”考察团，从长江上游宜宾到下游上海，对沿

线 21个重点城市做了实地考察，揭示了一幅长江污染的真实画面，其污染程度

让人触目惊心。为此，专家们提出“若不及时拯救，长江生态 10年内将濒临崩

溃”（附件１），并发出了“拿什么拯救癌变长江”的呼唤（附件 2）。

附件 3 给出了长江沿线 17 个观测站（地区）近两年多主要水质指标的检测

数据，以及干流上 7 个观测站近一年多的基本数据（站点距离、水流量和水流

速）。通常认为一个观测站（地区）的水质污染主要来自于本地区的排污和上

游的污水。一般说来，江河自身对污染物都有一定的自然净化能力，即污染物

在水环境中通过物理降解、化学降解和生物降解等使水中污染物的浓度降低。

反映江河自然净化能力的指标称为降解系数。事实上，长江干流的自然净化能

力可以认为是近似均匀的，根据检测可知，主要污染物高锰酸盐指数和氨氮的降

解系数通常介于 0.1~0.5之间，比如可以考虑取 0.2 (单位：1/天)。
附件 4是“1995~2004年长江流域水质报告”给出的主要统计数据。下面的

附表是国标(GB3838-2002) 给出的《地表水环境质量标准》中 4个主要项目标准

限值，其中Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ类为可饮用水。

请你们研究下列问题：

（1）对长江近两年多的水质情况做出定量的综合评价，并分析各地区水质

的污染状况。

（2）研究、分析长江干流近一年多主要污染物高锰酸盐指数和氨氮的污染

源主要在哪些地区?
（3）假如不采取更有效的治理措施，依照过去 10年的主要统计数据，对长

江未来水质污染的发展趋势做出预测分析，比如研究未来 10年的情况。

（4）根据你的预测分析，如果未来 10年内每年都要求长江干流的Ⅳ类和Ⅴ

类水的比例控制在 20%以内，且没有劣Ⅴ类水,那么每年需要处理多少污水？

（5）你对解决长江水质污染问题有什么切实可行的建议和意见。
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2005A 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

总体思路根据问题的实际背景，首先依据 17个观测点水质数据对相应地区

的水质情况做定量分析评价；依据这些地点的相对地理位置、水流量和水质数

据，利用简化的一维水质模型推算出相应的排污量，从而可以确定出长江的主

要污染源所在的地区；根据长江过去 10年的总体水质检测数据，对未来长江干

流水质发展趋势进行预测，并对可能控制水质的条件进行研究。

问题 1 按照国家标准地表水的评价指标主要是附表中的 4项，而水质有Ⅰ、

Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ、Ⅴ、劣Ⅴ共 6个类别，每一类对每一项指标都有相应的标准值

（区间），只要有一项指标达到高类别标准就算是高类别的水质。

由于各项指标在各类别中的标准值（区间）差别很大，评价时要先对各项指

标的数据做标准化处理。其次，由于不同类别的水质有很大的差别，同一类别水

质的污染物含量也有一定的范围，所以做综合评价时要考虑这些指标的类别差

异和同类别内的数量差异。最后，根据附件 3的数据计算出 17个观测点 28个月

的水质综合指标后，还要进行综合排序。

问题 2 一个江段的水质污染来自本地区的排污和上游的污水，问题 1 得到的

水质排序最差的地区不一定是污染源最严重的地区。用长江干流上的 7个观测站

点将长江分为 6个江段，逐段计算各江段的排污量，找出主要污染源所在的区域。

首先研究每个江段中污染物浓度 C (mg/L)的变化规律。由于题目中给出了污

染物的降解系数，附件 3给出了每个月的污染物浓度、流量、流速等数据，若忽

略污染物的局部扩散（研究的是总体污染），在考虑固定时段（月）的污染物浓

度时，可利用一般一维水质模型，根据污染物浓度和流量计算各江段的单位时间

排污量时，困难在于不知道一个江段内诸多支流及排污口的位置和排污量，无

法精确计算各江段的总排污量。解决问题的一个办法是，考虑到当所有排污点

都集中在江段起点时，对该江段的水质影响最大，而当所有排污点都集中在江

段终点时，对该江段的水质影响最小，由此可以计算一个江段内可能的最大排污

量和最小排污量。这样，每一江段的每一个月都可以得到一个排污量区间，可

以再用对月取平均及对区间取中点的方法得到每一江段单位时间的平均排污量。

最后，由于附件 3给出了各江段的距离，所以可用每一江段单位时间、单位距离

的平均排污量作为可比性指标来确定主要污染源所在江段。

问题 3附件 4 给出了过去 10年长江流域总体水质污染状况数据，可以认为

反映污染状况的各类水质比例主要与当年（或者还与去年）总排污量和总流量

有关，从而建立可饮用水（Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ 类水）的比例与排污量和流量的回归模

型。为了用这个模型预测未来可饮用水比例，先要预测未来的排污量和流量。

由附件 4 的数据可以看出，排污量增长很快，而流量变化不大。可以用灰色

预测或拟合等方法得到排污量与时间的关系，而流量可以简单地用取过去 10年
的平均值等办法处理。最后，用上面两个模型计算未来可饮用水的比例，会得

到污染状况将十分严重的结论。

问题 4在问题 3 模型的基础上可以直接计算。

问题 5 开放性问题（略）。

说明：所给数据基本上都来自于相关部门的真实数据，有些可能用不到
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（甚至不准确或有误），如果认为不够可以自己去查找（如认为有误可修正），

可以充分利用自己认为有用的数据来解决问题。
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2005B 题 DVD 在线租赁

随着信息时代的到来，网络成为人们生活中越来越不可或缺的元素之一。许

多网站利用其强大的资源和知名度，面向其会员群提供日益专业化和便捷化的

服务。例如，音像制品的在线租赁就是一种可行的服务。这项服务充分发挥了

网络的诸多优势，包括传播范围广泛、直达核心消费群、强烈的互动性、感官

性强、成本相对低廉等，为顾客提供更为周到的服务。

考虑如下的在线 DVD租赁问题。顾客缴纳一定数量的月费成为会员，订购

DVD租赁服务。会员对哪些 DVD有兴趣，只要在线提交订单，网站就会通过快

递的方式尽可能满足要求。会员提交的订单包括多张 DVD，这些 DVD是基于其

偏爱程度排序的。网站会根据手头现有的 DVD数量和会员的订单进行分发。每

个会员每个月租赁次数不得超过 2次，每次获得 3张 DVD。会员看完 3张 DVD
之后，只需要将 DVD放进网站提供的信封里寄回（邮费由网站承担），就可以

继续下次租赁。请考虑以下问题：

1）网站正准备购买一些新的 DVD，通过问卷调查 1000个会员，得到了愿

意观看这些 DVD的人数（表 1给出了其中 5种 DVD的数据）。此外，历史数据

显示，60%的会员每月租赁 DVD两次，而另外的 40%只租一次。假设网站现有

10万个会员，对表 1中的每种 DVD来说，应该至少准备多少张，才能保证希望

看到该 DVD的会员中至少 50%在一个月内能够看到该 DVD？如果要求保证在三

个月内至少 95%的会员能够看到该 DVD呢？

2）表 2中列出了网站手上 100种 DVD的现有张数和当前需要处理的 1000
位会员的在线订单（表 2的数据格式示例如下表 2，具体数据请从

http://mcm.edu.cn/mcm05/problems2005c.asp下载），如何对这些 DVD进行分配，

才能使会员获得最大的满意度？请具体列出前 30位会员（即 C0001~C0030）分

别获得哪些 DVD。
3）继续考虑表 2，并假设表 2中 DVD的现有数量全部为 0。如果你是网站

经营管理人员，你如何决定每种 DVD的购买量，以及如何对这些 DVD进行分配，

才能使一个月内 95%的会员得到他想看的 DVD，并且满意度最大？

4）如果你是网站经营管理人员，你觉得在 DVD的需求预测、购买和分配中

还有哪些重要问题值得研究？请明确提出你的问题，并尝试建立相应的数学模

型。

http://mcm.edu.cn/mcm05/problems2005c.asp
http://www.mathor.com
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2005B 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

命题思路 本题是根据某 DVD在线租赁网站经理提出的实际问题简化改编而

成的。问 题初看起来似乎很容易理解而且并不复杂，但考虑到 DVD在线租赁业

务中存在的各种不确定性和多阶段特征，建立好的数学模型并不容易。赛题 1、
2 问考虑的是该问题的两个 子问题（购买和分发），第（3）问则同时考虑购买

和分发，第（4）问要求参赛队自己提出 和求解问题。对题目的理解不同、假设

不同，得到的模型和结果可能很不相同，因此本题应 特别注意假设的合理性及

所建立的模型与假设之间的一致性。

问题（1）网站购买 DVD的最优数量

对表 1的一种理解是根据表 1得到某 DVD被选中的概率（记为 p），设网站

的会员总数量为 n，在 n比较大的情况下，则该 DVD 的总需求可用正态分布

N(np, npq)近似（ q = 1 − p），据此可在一定的置信水平下得到有需求会员人数

的上限M。设该 DVD购买 x 张，当 x ≥ M/2时，一种简单的近似方法是认为 1个
月该 DVD的可用张数是 1.6x张，要保 证一个月至少 P%有需求的会员能得到满足,
即 1.6x ≥ M*P%，可求得最小的 x；当 x<M/2时，一种简单的近似方法是认为 1
个月该 DVD的可用张数是 0.6M+0.4x张，也可求得最小的 x。综合两种情况可

得到近似结果。采用数值模拟（仿真）也是一种方法。

[注] 对表 1可以存在其他理解方式，例如认为表中给出的某 DVD的需求只

是初始时段（一个月或半个月）的需求，并进一步假设以后时段的需求持续不变

或按某种规律变化。可相应地考虑三个月的问题。

问题（2）网站分发 DVD
用 n, m分别表示当前需要分发的会员订单数量和 DVD种类，用 c j表示第 j

种 DVD的现有数量，用 aij 表示表格文件中给出的订单矩阵。用 0 − 1变量 xij
表示是否选择第 j种 DVD 分配给第 i位会员，用 0 − 1变量 yi表示第 i位用户是否

得到 DVD。一种容易想到的方法是累加会员满意度，使其最大化。会员 i得到第

j种 DVD的满意度 sij可以自行定义。

[注]本题（尤其 B题）数据量较大，但很容易用 Lingo软件算出最后结果。

如果将模型松弛成线性规划求解再舍入到 0-1解，应该验证解的可行性和估计解

的误差。如果模型正确但因软件限制影响到计算结果，可酌情处理。如果采用

启发式算法求解问题，应该说明算法的效率和效果。进行敏感性分析也是值得

鼓励的。此外，建立网络优化的模型也是可能的。

问题（3）购买和分发同时考虑一种近似方法是在一定的假设下把问题分解

成刚刚考虑过的购买和分发两个子问题。考

虑到一个月内可能一个会员要发货两次，这又是一个多阶段的决策问题，建

立随机决策模型并寻找最优决策是可能的，但由于后一阶段决策时需要考虑前

一阶段哪些会员归还了哪些 DVD，因此难度较大。采用数值模拟（仿真）也是一

种方法。

问题（4）其他问题(D题没有这一问)要求同学自己思考、提出问题，并解

决问题。这也是本题的重要组成部分，可供

http://www.mathor.com
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同学充分发挥其创造性，特别是提出问题的能力，主要依据论文中提出的问

题的实用和理论价值以及建模思路评判论文的优劣。
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2006A 题 出版社的资源配置

出版社的资源主要包括人力资源、生产资源、资金和管理资源等，它们都

捆绑在书号上，经过各个部门的运作，形成成本（策划成本、编辑成本、生产成

本、库存成本、销售成本、财务与管理成本等）和利润。

某个以教材类出版物为主的出版社，总社领导每年需要针对分社提交的生

产计划申请书、人力资源情况以及市场信息分析，将总量一定的书号数合理地分

配给各个分社，使出版的教材产生最好的经济效益。事实上，由于各个分社提交

的需求书号总量远大于总社的书号总量，因此总社一般以增加强势产品支持力度

的原则优化资源配置。资源配置完成后，各个分社（分社以学科划分）根据分配

到的书号数量，再重新对学科所属每个课程作出出版计划，付诸实施。资源配置

是总社每年进行的重要决策，直接关系到出版社的当年经济效益和长远发展战

略。由于市场信息（主要是需求与竞争力）通常是不完全的，企业自身的数据收

集和积累也不足，这种情况下的决策问题在我国企业中是普遍存在的。

本题附录中给出了该出版社所掌握的一些数据资料，请你们根据这些数据

资料，利用数学建模的方法，在信息不足的条件下，提出以量化分析为基础的资

源（书号）配置方法，给出一个明确的分配方案，向出版社提供有益的建议。

【附录】

附件 1：问卷调查表；

附件 2：问卷调查数据（五年）；

附件 3：各课程计划及实际销售数据表（5年）；

附件 4：各课程计划申请或实际获得的书号数列表（6年）；

附件 5：9个分社人力资源细目。
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2006A 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

本题考察的重点是：从决策问题的海量的、不完全的、甚至错漏（带有噪音、

错误、异型）的数据中分析出决策的逻辑结构和提取有用的数据（附录中许多

数据是没有用的！）以及依赖数据信息，进而构建数学模型的能力。

本题的资源优化配置模型是规划问题，其中也包括一些预测模型。因此，理

解并且实现优化问题的基础结构是取得基本分值的必要条件。

1、目标函数的构成成分

主要包括销售额表达式（注意如果作者利用了附录数据说明中的假设，则赢

利与销售额等价），可以以课程为单位，也可以以学科为单位；包括由市场信

息产生的对于不同课程的调控因子（竞争力系数）；由于数据说明中的提示，

也应该包括每个课程的申报需求量的“计划准确性因子”（学生用词会不同）。当

然，前两点更重要些。

2、约束条件构成

对于出版社来说，所谓产能主要是人力资源，即策划、编辑和版面设计人员

的分布形成主要约束；此外，书号总量（500）也应该作为约束条件；同时，在

数据说明中指出的“满足申请书号量的一半”也应该以约束方式表达。

3、规划变量

可以以每个课程的书号数量，也可以以学科的书号数作为变量，但是得到的

结果会有所不同。

实现以上三点，对于问题的理解是比较全面的，应该得到基本分值。进一步

提高的分值来源于实现上述三点的具体模型的考虑和建模水平。

1）如果注意到数据说明中提示的，同一课程的教材在价格和销售量的同一

性，销售额表达式是比较容易表示的：构造每个课程的、用书号数表达的销售

额，然后将所有书号的销售额的表达式累加，形成总社的销售额的基本表达式，

这是目标函数的主体部分。

2）市场信息产生的对于不同课程的调控因子（也称竞争力系数）的表示，

是一个信息不足情况下的决策模型。主要是满意度和市场占有率的恰当表示和

计算（由附件 2），以及两个指标的联合形成竞争力系数问题，这里既可以使用

拟合模型，也可以使用各种多因素分析模型等等，方法不同。对这个问题解决

的优劣，可以导致明显的评分差别。

其中应该特别注意需求信息是否重复使用的问题，也就是说，如果在构造销

售额表达式时已经使用了课程的销售数据，则不同课程的支持强度的不同，主

要由市场竞争力参数表达。

3）在优化问题中，应该恰当地表示“计划准确性因子”，数据给出的计划销

量和实际销量之比应该是比较合适的表示。

4）加上前述约束条件构成适当的规划问题。

比较好的实现以上四点，应该得到 80%的分值。最后剩余分值是：计算出结

果，创造性，论文表述和格式。 [注 1]以下给出建模所需信息和附录数据表的关

系：

在问卷调查表的调查目的中提示了满意度和市场占有率是竞争力的主要组成，
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也提示了数据依据（附录 1）；课程级销售额以及销售额与利润的等价性关系

（附录 3），满意度和市场占有份额由问卷调查数据表检索计算产生（附录 2），

各个课程的需求的书号数（附录 4）和“计划准确性因子”（附录 3），人力资源

（附录 5）。其中附录 1只是让学生了解市场调查的方法。

[注 2]学生会提出附录 5和 4之间在书号数与人力资源上的差别，事实上人

力资源和分配到的书号数没有直接的单一因果联系（如临时雇用人员、临时增

加书号等）。附录 4的书号总和的计算错误是实际数据的错误，但是与解题无关

（学生采用哪组数据应该都是可以的）。附件：对问题更详细的分析过程（供

参考）

本题背景是：某出版社总社汇总各个分社提交的出版需求计划，然后根据市

场信息、在总社产能允许的条件下，将给定数量的书号进行分配，以期在此分

配方案下，出版的图书产生最好的经济效益。由于企业的生产是市场导向的，

因此市场信息是对分社计划进行调整的主要依据，同时要考虑产能的限制。这

是一个资源配置的决策问题，因此需要分析决策的信息依据以及决策的逻辑过

程。

1、决策的总体结构

市场信息 决策部门 分社计划信息

决策结果

各个分社提出的出版需求计划是决策的基础，而市场信息是调整分社计划达

到效益最大化的主要调节依据。在以上总体结构下，需要将各个分社的计划信

息和市场信息的信息产生结构分析清楚。

2、分社计划信息

在附录 4中给出了各个分社 06年申请的书号计划数，即分社所属课程的计

划数的列表。该出版社中，分社是按学科划分的，学科之下又有若干课程，问

题的决策对象可以分两级：课程级以及学科级。也就是说，可以以课程作为基

本分配对象，学科数据可以通过汇总得到；也可以先将数据汇总到学科，然后

以学科作为配置单位。两种方法计算结果会有所不同。

3、市场信息相关的市场信息主要包括两个方面：需求信息和竞争力信息，

包括它们的变化趋势。

3．1 需求信息。课程级的销售额是决策的目标函数的基础组分（附录 4中
提示了销售额与盈利的等价性）。在根据课程级的需求计划计算销售额时，需

要用过去五年该课程的实际销售量去预测当年的销售量。这样就已经考虑了市

场的需求信息，因此在总社的进一步分析中不必要重复使用这类市场信息。另

一方面，由于分社有夸大需求的倾向（附录 4提示），将课程级的计划销售量与

实际销售量之比作为“计划准确性系数”，在课程级的销售额中作为权重是恰当的

考虑。3．2 竞争力信息。企业在战略决策中的主要原则是：重点支持竞争力强、
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竞争力发展趋势强的产品（题目中已经提示）。虽然企业也要关注现实竞争力不

强、但有潜力的产品，但这不是主要的决策原则，这是一个恰当的简化。竞争

力因素很多，但是对于本题，由于只给出了两方面的数据（A. 对教材的课程级

的满意度，B. 该出版社的课程级的市场占有率），因此也只有用这两个数据产

生对于各个课程的不同的竞争力系数，这是总社的主要调控手段，应体现在规

划问题的目标函数中。

4、建模过程如何从给定数据中提取需要的每项市场信息，是本题建模的关

键之一。

4.1市场需求信息。这里主要是课程级的需求量预测。从历年的销售数据，

即已经出版过的同课程的历年销售数据，可得到目标函数的主要表达式：

[（课程级销量*平均书价）/当年的该课程的获得书号数]=该课程的书号的平

均销售额

4.2产品满意度。在问卷调查中的本出版社的满意度（课程级）的均值除以

所有出版社的满意值的均值，可以作为该课程的满意度，这里“度”是率的含意。

4.3市场份额占有率。在问卷调查的统计中已经给出了关于课程与出版社市

场份额分布表，而通过五年的市场份额分布表可以回归出预测的市场份额占有

率。

4.4竞争力系数。以上两点可以产生单一的竞争力系数（通过模型方法）加

入到目标函数中，例如，可以从五年的历史数据拟合得到加权系数，再进行加

权求和等，方法各异。

由以上 4点以及考虑到 3.1中的“计划准确性系数”，可以构成规划的目标函

数。

4.5约束条件：该社的产能即人力资源的约束，书号总量的限制以及至少满

足申请数一半的要求（附录 4），即可得到规划问题的完整表示。
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2006B 题 艾滋病疗法的评价及疗效的预测

艾滋病是当前人类社会最严重的瘟疫之一，从 1981年发现以来的 20多年间，

它已经吞噬了近 3000万人的生命。

艾滋病的医学全名为“获得性免疫缺损综合症”，英文简称 AIDS，它是由艾滋

病毒（医学全名为“人体免疫缺损病毒”, 英文简称 HIV）引起的。这种病毒破坏

人的免疫系统，使人体丧失抵抗各种疾病的能力，从而严重危害人的生命。人

类免疫系统的 CD4细胞在抵御 HIV的入侵中起着重要作用，当 CD4被 HIV感染而

裂解时，其数量会急剧减少，HIV将迅速增加，导致 AIDS发作。

艾滋病治疗的目的，是尽量减少人体内 HIV 的数量，同时产生更多的 CD4，
至少要有效地降低 CD4减少的速度，以提高人体免疫能力。

迄今为止人类还没有找到能根治 AIDS的疗法，目前的一些 AIDS疗法不仅对

人体有副作用，而且成本也很高。许多国家和医疗组织都在积极试验、寻找更

好的 AIDS疗法。

现在得到了美国艾滋病医疗试验机构 ACTG公布的两组数据。ACTG32（0见
附件 1）是同时服用 zidovudine（齐多夫定），lamivudine（拉美夫定）和

indinavir（茚地那韦）3种药物的 300 多名病人每隔几周测试的 CD4和 HIV的浓

度（每毫升血液里的数量）。193A（见附件 2）是将 1300多名病人随机地分为

4组，每组按下述 4种疗法中的一种服药，大约每隔 8周测试的 CD4浓度（这组

数据缺 HIV浓度，它的测试成本很高）。4种疗法的日用药分别为：600mg
zidovudine或 400mg didanosine（去羟基苷），这两种药按月轮换使用；600 mg
zidovudine加 2.25 mg zalcitabine（扎西他滨）；600 mg zidovudine加 400 mg
didanosine；600 mg zidovudine加 400 mg didanosine，再加 400 mg nevirapine（奈

韦拉平）。

请你完成以下问题：

（1）利用附件 1的数据，预测继续治疗的效果，或者确定最佳治疗终止时

间（继续治疗指在测试终止后继续服药，如果认为继续服药效果不好，则可选择

提前终止治疗）。

（2）利用附件 2的数据，评价 4种疗法的优劣（仅以 CD4为标准），并对

较优的疗法预测继续治疗的效果，或者确定最佳治疗终止时间。

(3) 艾滋病药品的主要供给商对不发达国家提供的药品价格如下：600mg
zidovudine 1.60美元，400mg didanosine 0.85美元，2.25 mg zalcitabine 1.85美
元， 400 mg nevirapine 1.20美元。如果病人需要考虑 4种疗法的费用，对（2）
中的评价和预测（或者提前终止）有什么改变。
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2006B 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

问题（1）利用附件 1的数据预测继续治疗的效果，或者确定最佳治疗终止

时间。

1．分析数据 随机取若干个病人，画出他们 CD4和 HIV浓度随时间变化的

图形（折线），可以看出 CD4大致有先增后减的趋势，HIV有先减后增的趋势，

启示应建立时间的二次函数模型（若先用一次函数模型，应与二次函数模型做

统计分析比较）。附件 1中个别病人缺 CD4或 HIV数据（数据表中为空），计算

时应注意。

2．建立模型

可能有以下形式的回归模型：

1）总体回归模型用全部数据拟合一个模型，如 yij=b0+b1tij+b2tij2，tij为第

i病人第 j次测量时间，yij为第 i病人第 j次测量值（CD4，HIV）或测量值与初始

值之比。一次与二次函数模型比较，二次较优。用数据估计 b0,b1,b2,对 CD4，
b2<0, b1>0, t=-b1/2b2达到最大；对 HIV，b2>0,b1<0, t=-b1/2b2达到最小。一般

在 25~30（周）CD4达到最大、HIV达到最小。可以合理地确定最佳治疗终止时

间。

2) 个人回归模型

用每个病人的数据拟合一个模型，如上式（bk改为 bik, k=0,1,2），计算 bik
的均值和均方差，用均值同 1）可得 CD4的最大点和 HIV的最小点，一般为

20~30（周）。可对 CD4统计 b2i<0, b1i>0（存在正最大点）及 b2i>0（不存在最

大点）的频率，对 HIV统计 b2i>0, b1i<0（存在正最小点）及 b2i<0（不存在最小

点）的频率，在一定条件下可以作为终止治疗与继续治疗的概率（一般为

0.6~0.8与 0.3~0.2）；也可用 bik的均值和均方差在一定分布的假定下直接计算

这些概率。

3）分段时序模型对 yij用 j以前的资料如 yi，j-1, tij-ti，j-1，j-1段的斜率等

为变量建立模型（j=3,4,5,6），由数据估计系数，预测 yij，然后对 CD4统计预测

的 yij大于实际的 yi，j-1的频率，对 HIV统计预测的 yij小于实际的 yi，j-1的频率，

由此得到应终止治疗的时段。

4）纵向数据回归模型（处理这类问题的专门方法）将模型 2）的 bik分解为

固定效应参数 bk,与随机效应参数βik之和（k=0,1,2），设βik服从零均值正态分

布，利用极大似然估计可以得到 bk的估计值及βik的方差。bk的估计值用于计

算 CD4的最大点和 HIV的最小点，它与βik的方差一起可以像 2）一样在正态分

布假定下计算终止治疗与继续治疗的概率。

注 1 建立几种模型相互比较、验证者较优。

注 2 不能只有模型，不做统计分析；对模型结果进行统计分析，考虑与数

据拟合程度、注意去除异常数据者较优。

注 3 注意到有一些数据是当出现 CD4下降、HIV上升就及时结束的，并做

出适当考虑者较优。

注 4注意到题目中“艾滋病治疗的目的，是尽量减少人体内 HIV的数量，同

时产生更多的 CD4，至少要有效地降低 CD4减少的速度”，并对结果做出适当考
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虑者较优。

问题（2）利用附件 2的数据，评价 4种疗法的优劣，并对较好疗法预测继

续治疗的效果，或者确定最佳治疗终止时间。

回归模型方法

1．分析数据 对于每种疗法随机取若干个病人，画出他们 CD4随时间变化

的图形（折线），可以看出疗法 1~3的 CD4基本上水平，略有下降，而疗法 4
有 先增后减的趋势。启示应建立时间的一次与二次函数模型，经统计分析比较，

确定哪种较优。

2．建立模型

1）回归模型 可以引入 4（或 3）个 0-1变量表示 4种疗法建立统一模型，

或者对每种疗法各建立一个模型（一般来说前者较优）；仍可利用问题（1）中

的各种模型。以总体回归模型为例，分别用一次与二次时间函数模型进行比较，

可知疗法 1~3用一次模型较优，且一次项系数为负，即 CD4在减少，从数值看疗

法 3优于疗法 2和 1；疗法 4用二次模型较优，即 CD4先增后减，在 t=20左右达

到最大。可以通过 4条回归曲线进行比较，显示疗法 4在 30周之前明显优于其

它。年龄的处理：简单地增加年龄变量；按年龄分组，考虑不同年龄的影响。

2）用假设检验做疗法有无显著性差异的两两比较用 1个 0-1变量构造两种

疗法的统一模型，可以用 t检验作回归系数是否为零的假设检验（与回归系数置

信区间是否含零点等价）。结果是疗法 1与 2无显著性差异，而疗法 1与 3，2
与 3，3与 4均有显著性差异。

注：线性规划模型方法

1．数据分析 考虑到治疗的效果与患者的年龄有关，将患者按年龄分组，

如

14~25 岁,25~35岁,35~45岁及 45岁以上 4组。每组中按照 4种疗法和 4个治

疗阶段（如 0~10周，10~20周，20~30 周，30~40 周），构造 16个决策单元。

取 4种药品量为输入，治疗各个阶段末患者的 CD4值与开始治疗时 CD4值的比

值为输出。

2. 建立模型利用相对有效性评价方法，建立分式规划模型并经过变换，转

化为线性规划模型求解，对各年龄组患者在各阶段的治疗效率进行评价。计算

结果：对第 1年龄组疗法 2和 4在整个治疗中效率较高，在第 4阶段仍然有效；

对第 2年龄组疗法 1在第 1，2阶段有效；对第 3年龄组疗法 1，2，3在第 1阶
段有效；对第 4年龄组疗法 1，2在第 1，2阶段有效。表明只有 14~25 岁的年 4
种轻患者，才能在治疗的最后阶段仍然有有效的疗法。

由线性规划模型的对偶形式建立预测模型，对各年龄组各种疗法下一阶段

的疗效进行预测。若由某决策单元得到的实际输出大于预测输出，则该决策单

元相对有效；反之，说明该种疗法对该组患者在治疗的未来阶段不再有效，应

该转换疗法。

问题（3）如果病人需要考虑 4种疗法的成本，对（2）中的评价和预测（或

者提前终止）有什么改变。根据提供的价格疗法 1~4每天的费用分别为：1.60
（取最大）, 3.45, 2.45, 3.65，显然若经济允许应采用疗法 4，否则可设定包含疗

效和费用的决策函数，进行决策。

考虑费用的线性规划模型

http://www.mathor.com
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将问题（2）中的输入改为 4种疗法的费用，计算结果是疗法 2的效率大

大降低，而疗法 4对第 1年龄组仍然是最有效的；疗法 1对其它年龄组有效

且费用低。可以类似地建立预测模型，并进行预测。

http://www.mathor.com
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2007A 题 中国人口增长预测

中国是一个人口大国，人口问题始终是制约我国发展的关键因素之一。根据

已有数据，运用数学建模的方法，对中国人口做出分析和预测是一个重要问题。

近年来中国的人口发展出现了一些新的特点，例如，老龄化进程加速、出生

人口性别比持续升高，以及乡村人口城镇化等因素，这些都影响着中国人口的增

长。2007年初发布的《国家人口发展战略研究报告》(附录 1)还做出了进一步的

分析。

关于中国人口问题已有多方面的研究，并积累了大量数据资料。附录 2就是

从《中国人口统计年鉴》上收集到的部分数据。

试从中国的实际情况和人口增长的上述特点出发，参考附录 2中的相关数据

（也可以搜索相关文献和补充新的数据），建立中国人口增长的数学模型，并由

此对中国人口增长的中短期和长期趋势做出预测；特别要指出你们模型中的优点

与不足之处。

附录 1 《国家人口发展战略研究报告》

附录 2 人口数据（《中国人口统计年鉴》中的部分数据）及其说明

http://www.mathor.com
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2007A 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

模型的建立必须考虑我国近年来人口发展的总趋势。例如，老龄化进程加速、

出生人口性别比持续升高、乡村人口城镇化等因素。以下几点供阅卷参考。

1．分析数据（据此做出合理的假设）：对于一个地区或一类人群而言：

人口的自然增长率＝出生率－死亡率；而

出生率＝育龄妇女的生育率 × 育龄妇女在总人口中所占的比例。

利用附录 2中数据对上述相关参数进行分析，可以看到：

(1)生育率：城镇和农村育龄妇女的生育率有下降趋势，但农村总体数据偏

高，因此有必要将城镇人口和农村人口（或比例）分离开来考虑；

(2) 出生人口的男女性别比：通常应当是 105 : 100左右，但数据分析表明远

超过了这个比例，且农村出生人口的性别比例又超过城市。这影响到未来育龄

妇女在总人口中的比例以及出生率。因此有必要将男女性别比的因素考虑进去。

(3)死亡率：不同年龄段的死亡率都是不同的：0——3岁孩子死亡率较高，

3——50岁死亡率较低的幼青壮年期，50岁以上的人死亡率不断升高。可以把

3——50岁年龄段人口的死亡率看成是接近于零。

(4) 人口的年龄分布：从某一年(比如 2005 年)分年龄段的人口数量分析，并

结合死亡率的观察，可以看出在过去 50年的人口出生的变化情况，也可以看出

中国人口未来的老龄化趋向。

(5)在《中国人口统计年鉴》（附录 2）中的人口数据都是按市、镇和乡（或

县）给出的。但按“报告”（附录 1），市和镇放在一起，称为“城镇”，而乡单列，

称为“乡村”或“农村”。本题“城镇化”也可以这样理解。这时就需要对“城镇”的每

个要用到数据进行加工，即按附录 2最右边给出的每年人口的抽样调查数据进行

换算。

(6)附录 2中给出的数据都是抽样数据，因此都是相对的。如需要用到每年

各类人口的总数据，可在政府网站上查到。比如，在政府公布的《中国人口现

状》http://www.gov.cn/test/2005-07/26/content_17363.htm 中就有 2005年的详细

数据。从中也可以看出，附录 2中给出的 2005年人口数据就是大约 1％的抽样调

查数据。从网上及文献中还可以查到更多数据，这里不一一列出。

(7) 在本题的数据说明中曾指出“个别数据有异常，原文如此，可酌情处理。”
实际上，这些异常数据在个别年份才会出现，如果把他们从总体上进行拟合，

对整个模型的建立应该是没有很大影响的。而且一些异常通过查阅其他资料也

可得到纠正。附录 2中最大的异常是关于 2003年育龄妇女的生育率数据，这里

按原《年鉴》中说法以千分比计，实际应该是百分比，相差十倍（在该附录最

后几行给出的总生育率中已把它们恢复正常）。正如一开始及下面所强调的，

本题的重点是要根据我国近年来人口发展的总趋势和特点来建立模型，因此，

必须从总体上来把握数据。

(8)如果有学生考虑人口分布的地区和产业等差别，也是可以的，但需要自

己补充相关数据。

2．建立模型

(1)基本假设：从中国人口增长的特点出发，可以提出如下假设作为建立模

http://www.gov.cn/test/2005-07/26/content_17363.htm
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型的依据：老龄化进程加速；农村育龄妇女的生育率明显高于城镇；出生人口

的男女性别比持续升高；农村人口不断城镇化。根据这些假设，区分模型中的

状态变量和参数。

(2) 状态变量的设置：根据上述假设和数据分析，可以把城镇人口与农村人

口， 及男女性别区分开来。另一方面，注意到育龄妇女的生育率是决定人口增

长的主要因素，可以对人口的年龄分布按不同年龄段进行简化，以减少状 态变

量。

(3) 老龄化的影响：数据分析表明，在每一类人(比如城镇妇女)中，老年人口

在该类总人口中的比例逐年上升，而青壮年和幼年人口比例逐年下降。可 以通

过对人口矩阵的迭代，或用其他模型方法，找出他们上升或下降的一般规律。

(4)农村人口以一定规律转化为城镇人口。

(5) 人口增长有迟滞效应。在附录 1 中提到“由于 20 世纪 80 年代至 90 年代

第三次出生人口高峰的影响”，导致在 2005-2020 年出生人口数量会“出现一个小

高峰”，这就是迟滞效应。如果在模型中适当引进迟滞项，就可预测到这种“小高

峰”现象。当然，此时的初值应当是一个近几十年来的人口变化函数。这个函数

可以从网上搜索到，也可以用 1(4)提示的方法找出。当然，这可能有一定难度，

不一定作为必须要考虑的要求。如果有同 学考虑到这种迟滞效应，应该说是有

创意的。

(6) 由上述 (1) 至 (4)，即可建立起关于中国人口增长的数学模型。它可以是

微分方程组或差分方程组的初值问题。如果还考虑到（5），则会是迟滞微 分方

程组。方程组中出现的各个参数和用到的初值可以通过附录 2中给出的数据，并

参考上面 1（6）的说明，来确定。

3．模型的求解和预测 用适当的数值方法求解所得的数学模型，即可得到今

后几十年的预测结果。可以把这些结果与附录 1 (《国家人口发展战略研究报

告》)或其他文献中的结果进行对照分析。如出现较大差异，则应找出原因，予

以改进，或提出自己的看法。

4．关于文献与模型的“自我评价”
(1) 本问题提供的文献(附录 1)是要求重点阅读的。此外，还应列出自己查阅

过并引用的比较可靠和权威的文献，包括论文、著作和数据，都要注明出 处。

如果是网上的，则应列出网址。

(2) 在评阅学生对自己模型的优点与不足的评价时，一定要注意是否实事求

是。
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2007B 题 乘公交，看奥运

我国人民翘首企盼的第 29 届奥运会明年 8月将在北京举行，届时有大 量

观众到现场观看奥运比赛，其中大部分人将会乘坐公共交通工具（简称公交，

包括公汽、地铁等）出行。这些年来，城市的公交系统有了很大发展，北京市的

公交线路已达 800条以上，使得公众的出行更加通畅、便利，但同时也面临多条

线路的选择问题。针对市场需求，某公司准备研制开发一个解决公交线路选择问

题的自主查询计算机系统。

为了设计这样一个系统，其核心是线路选择的模型与算法，应该从实际情

况 出发考虑，满足查询者的各种不同需求。请你们解决如下问题：
1、仅考虑公汽线路，给出任意两公汽站点之间线路选择问题的一般数学

模 型与算法。并根据附录数据，利用你们的模型与算法，求出以下 6对起始
站→终 到站之间的最佳路线（要有清晰的评价说明）。

(1)、
S3359→S1828

(2)、
S1557→S0481

(3)、
S0971→S0485

(4)、
S0008→S0073

(5)、
S0148→S0485

(6)、
S0087→S3676

2、同时考虑公汽与地铁线路，解决以上问题。

3、假设又知道所有站点之间的步行时间，请你给出任意两站点之间线路

选 择问题的数学模型。

【附录 1】基本参数设定

相邻公汽站平均行驶时间(包括停站时间)： 3分钟

相邻地铁站平均行驶时间(包括停站时间)： 2.5分钟

公汽换乘公汽平均耗时： 5分钟(其中步行时间 2分钟)
地铁换乘地铁平均耗时： 4分钟(其中步行时间 2分钟)
地铁换乘公汽平均耗时： 7分钟(其中步行时间 4分钟)
公汽换乘地铁平均耗时： 6分钟(其中步行时间 4分钟)
公汽票价：分为单一票价与分段计价两种，标记于线路后；其中分段计价的

票价为：0～20站：1元；21～40站：2元；40站以上：3元
地铁票价：3元（无论地铁线路间是否换乘）注：以上参数均为简化问题而

作的假设，未必与实际数据完全吻合。

【附录2】公交线路及相关信息（见数据文件B2007data.rar）
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2007B 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

命题思路 本题根据公交线路查询系统研制的实际需求简化改编而成。问题

容易理解，相关参考文献也较多，但涉及到公汽与地铁线路的联系，以及换乘时

间等细节的处理，加上需要处理的数据量较大，问题并不十分简单。这是一个多

目标优化问题，换乘次数最少、费用最省、时间最短显然是乘客在选择乘车线路

时最关心的几个目标，从该问题的实际背景来看，采取加权合成将问题转化为单

目标优化问题的解题思路不太合适。比较适当的方法是对每个目标寻求最佳线

路，然后让乘客按照自己的需求进行选择。本题 1、2 问要求在不知道站点地理

信息的条件下给出解决线路选择问题的模型与算法，并就题目给定的数据计算得

到线路选择结果，此二问主要考核建模及编程能力。第 3问加上了步行因素，建

模难度更大一些。

问题 1 不考虑地铁线路时的公交线路选择

可能主要有以下几种解法。

1、图论模型，这可能是最常使用的方法，首先要考虑如何根据不同目标建

立有向赋权图（如利用不同的矩阵表示），然后再求给定点对之间的最小换乘

次数或最短路。求两点间最短路有 Dijkstra算法与 Floyd算法等，但并不能将这

两种算法直接套用于本问题，还需要处理好换乘和换乘时间问题，阅卷时需要

重点关注。

2、规划模型，包括 0-1 规划方法与动态规划方法等。

3、数据库模型，利用数据库技术直接对线路及站点数据进行搜索。

[注]（1）本问的关键点是换乘时间的处理及最短时间线路的选择。

（2）若算法运算时间比较长，可事先计算出所有最佳线路，将结果存入数

据库备查。因此算法的运算时间问题不是本题的考察重点。

（3）对于原始数据中出现的一些异常数据，同学可根据自己的理解作出假

设和处理。如：对于个别线路相邻站点名相同，可以采取去掉其中 1个点或不作

处理等方式，一般不会影响实例计算中线路选择的结果。对于 L406未标明是环

行线的问题，无论学生是否将其当作环线处理，一般不会影响到实例的计算结

果。对于 L290标明是环线，但首尾站点分别为 1477与 1479的问题，可将所有

线路中 1477与 1479统一为 1477后计算。同学也可以按照各自认为合理的方式

处理，包括不当作环线，实例计算用到的是该线路中部的几个站点，一般不会

影响实例计算结果。

问题 2 考虑地铁线路时的公交线路选择

本问可以有多种处理方法，关键是看合理性与可操作性。换乘时间的处理较

第一问要复杂，需重点关注。

问题 3 已知站点间步行时间条件下的公交线路选择

这是比较一般的线路选择问题，更接近实际。由于增加了步行因素，每个

站点的可换乘方案大大增加了，于是用图论方法处理的难度也会有很大增加。

最常用的目标有：换车次数最少，乘车的总站数最少，步行的总时间最少，总车

费最少等等，应该针对不同的情况分别写出模型。

实例结果
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[注]（1）本计算结果由命题人提供，并不一定完全准确（如最优可能仅为次

优），仅供参考。此外，由于假设的不同（如对换乘时间的处理不同），结果也

可能会有差异。

（2）下表中每行第 1 目标为最优结果（带 * 号者），其余两个目标在第 1

目标最优条件下为最优或次优结果。（表中“时间”包括起始站点处的 3分钟

等车时间。）
仅考虑公汽 同时考虑公汽与地铁

点对 第 1目标 换乘次数 时间（分） 费用 换乘次数 时间（分） 费用（元）

S3359→S1828

换乘次数 1* 104 3 1* 104 3

时间 2 67* 3 2 67* 3

费用 2 67 3* 2 67 3*

S1557→S0481

换乘次数 2* 109 3 2* 109 3

时间 3 102* 4 3 102* 4

费用 2 109 3* 2 109 3*

S0971→S0485

换乘次数 1* 131 3 1* 131 3

时间 2 106* 3 4 105.5* 7

费用 2 106 3* 2 106 3*

S0008→S0073

换乘次数 1* 86 2 1* 86 2

时间 4 62* 5 3 56.5* 5

费用 1 86 2* 1 86 2*

S0148→S0485

换乘次数 2* 109 3
2* 109 3
2* 90.5 5

时间 3 105* 4 3 9.5* 6

费用 2 109 3* 2 09 3*

S0087→ S3676 换乘次数 1* 68 2 0* 30 3
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时间 2 49* 3 0 30* 3

费用 1 68 2* 1 8 2*

http://www.mathor.com


校苑数模论坛（www.mathor.com）

24

2008A 题 数码相机定位

数码相机定位在交通监管（电子警察）等方面有广泛的应用。所谓数码相

机 定位是指用数码相机摄制物体的相片确定物体表面某些特征点的位置。最

常用的 定位方法是双目定位，即用两部相机来定位。对物体上一个特征点，

用两部固定 于不同位置的相机摄得物体的像，分别获得该点在两部相机像平

面上的坐标。只 要知道两部相机精确的相对位置，就可用几何的方法得到该特

征点在固定一部相 机的坐标系中的坐标，即确定了特征点的位置。于是对双

目定位，精确地确定两 部相机的相对位置就是关键，这一过程称为系统标定。

标定的一种做法是：在一块平板上画

若 干个点， 同时用这两部相机照相，

分别得 到这些点在它们像平面上的像点，

利用这两 组像点的几何关系就可以得到

这两部相机 的相对位置。然而，无论在

物平面或像平面 上我们都无法直接得

到没有几何尺寸的 “点”。实际

的做法是在物平面上画若干个 圆（称为

靶标），它们的圆心就是几何的点 了。而

它们的像一般会变形，如图 1 所示， 所

以必须从靶标上的这些圆的像中把圆心

的像精确地找到，标定就可实现。 图 1 靶标上圆的像

有人设计靶标如下，取 1个边长为 100mm的正方形，分别以四个顶点（对

应为 A、C、D、E）为圆心，12mm为半径作圆。以 AC边上距离 A点 30mm处

的 B为圆心，12mm为半径作圆，如图 2所示。

图 2 靶标示意图
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用一位置固定的数码相机摄得其像，如图 3所示。

图 3 靶标的像

请你们：

（1）建立数学模型和算法以确定靶标上圆的圆心在该相机像平面的像坐标,
这里坐标系原点取在该相机的光学中心，x-y平面平行于像平面；

（2）对由图 2、图 3分别给出的靶标及其像，计算靶标上圆的圆心在像平

面上的像坐标,该相机的像距（即光学中心到像平面的距离）是 1577个像素单

位(1毫米约为 3.78个像素单位)，相机分辨率为 1024×768；
（3）设计一种方法检验你们的模型，并对方法的精度和稳定性进行讨论；

（4）建立用此靶标给出两部固定相机相对位置的数学模型和方法。
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2008A 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

（1）靶标上圆的像是椭圆，但圆心的像一般不是椭圆的形心。对给定的坐

标系，由相片可获取靶标圆的像的边界坐标数据，根据这些边界点的原像落在

靶标平面且落在对应圆周上的性质，利用光学成像原理可建立确定靶标平面方

程和靶标圆的圆心坐标的非线性方程组数学模型，进而求得靶标圆心像的坐标。

模型求解可直接求解非线性方程组，也可化为优化问题求解。由于在某些情形

模型可能有多解，化为优化问题后，目标函数有可能为多峰，在求解时应加以

注意。

（2）要以模型的合理性和优劣作为主要评价标准，不要以数值结果好坏作

为评价的唯一标准。

（3）模型检验是数学建模的一个重要环节。但以往重视不够。对本问题，

应对于靶标平面具有已知特殊倾角的情形，分别对有无误差的情形逆向设计数

据，即在靶标平面方程和圆方程已知的情况下，根据光学成像原理，计算获得

圆周像的各点坐标和圆心像的坐标。利用圆周像的各点坐标数据（并加上随机

误差）用建立的模型和方法，计算出圆心的像坐标，并与通过光学成像原理计

算所得的圆心像坐标进行比较，检验模型与方法的有效性与稳定性。精度是一

个复杂的问题，鼓励学生发挥自己的想象力加以研究。

（4）对两部相机各自取固定在其上的坐标系，决定它们相对位置即确定这

两个坐标系之间的变换关系。此变换可分解为一个平移和一个绕原点的旋转。

于是要确定一个三维平移向量 t和一个旋转变换矩阵 R， R是一个正交阵，因此

需要确定 6个未知的参数。从靶标上若干个圆的圆心的像坐标可以得到它们分别

在在两个相机坐标系中的坐标。根据这些点的坐标变换关系，可得一个方程组，

足以确定 6个未知参数，从而确定变换关系。

[注]关于最早公布的题中存在的个别错误之处地说明：按照题中所给图像，

同学应该能够判断出相机分辨率是 1024*768，而不是 1024*786；如果同学按最

早公布的题中所说的像距就是焦点（正确的说法应该是光心）到像平面的距离建

模和计算，可能会影响到数值结果，但这些问题本质上对模型和算法及其检验、

分析的影响不大。
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2008B 题 高等教育学费标准探讨

高等教育事关高素质人才培养、国家创新能力增强、和谐社会建设的大局，

因此受到党和政府及社会各方面的高度重视和广泛关注。培养质量是高等教育的

一个核心指标，不同的学科、专业在设定不同的培养目标后，其质量需要有相应

的经费保障。高等教育属于非义务教育，其经费在世界各国都由政府财政拨款、

学校自筹、社会捐赠和学费收入等几部分组成。对适合接受高等教育的经济困难

的学生，一般可通过贷款和学费减、免、补等方式获得资助，品学兼优者还能享

受政府、学校、企业等给予的奖学金。

学费问题涉及到每一个大学生及其家庭，是一个敏感而又复杂的问题：过高

的学费会使很多学生无力支付，过低的学费又使学校财力不足而无法保证质量。

学费问题近来在各种媒体上引起了热烈的讨论。

请你们根据中国国情，收集诸如国家生均拨款、培养费用、家庭收入等相关

数据，并据此通过数学建模的方法，就几类学校或专业的学费标准进行定量分析，

得出明确、有说服力的结论。数据的收集和分析是你们建模分析的基础和重要组

成部分。你们的论文必须观点鲜明、分析有据、结论明确。

最后，根据你们建模分析的结果，给有关部门写一份报告，提出具体建议。
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2008B 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

高等教育学费标准是社会关注的热点之一，是一个相当开放的问题，许多

媒体的讨论都缺乏数据的支持和定量的分析。评阅中除了题目中的明确要求外，

要特别注意以下问题：

1. 应多角度、全面、综合地考虑学费标准问题。模型中至少应考虑教育质量

的保证和承受能力两个方面；例如，培养成本、成本分担、承受能力、长远收

益、国际比较、历史比较等方面的考虑。

2. 数据的收集非常重要。应该收集充分的、有根据、有说服力的数据，并

能支持建模的结论。估计可能收集到的数据有：国民经济增长数据，教育经费

的比例，国家生均拨款和其它教育投入，培养一个大学生平均每年所需费用、

学校每年的运营开支、每年报考大学的人数和录取人数、学生分布结构，家庭

经济收入分布、困难学生的人数、每个学生每年的学费、生活费、奖学金、助

学金、贷款、捐赠款等。

3. 应该通过数据的统计分析和建模深入细致地讨论学费标准问题，并要有

明确的结论。

http://www.mathor.com


校苑数模论坛（www.mathor.com）

29

2009A 题 制动器试验台的控制方法分析

汽车的行车制动器（以下简称制动器）联接在车轮上，它的作用是在行驶时

使车辆减速或者停止。制动器的设计是车辆设计中最重要的环节之一，直接影响

着人身和车辆的安全。为了检验设计的优劣，必须进行相应的测试。在道路上测

试实际车辆制动器的过程称为路试，其方法为：

车辆在指定路面上加速到指定的速度；断开发动机的输出，让车辆依惯性

继续运动；以恒定的力踏下制动踏板，使车辆完全停止下来或车速降到某数值

以下；在这一过程中，检测制动减速度等指标。假设路试时轮胎与地面的摩擦

力为无穷大，因此轮胎与地面无滑动。

为了检测制动器的综合性能，需要在各种不同情况下进行大量路试。但是，

车辆设计阶段无法路试，只能在专门的制动器试验台上对所设计的路试进行模拟

试验。模拟试验的原则是试验台上制动器的制动过程与路试车辆上制动器的制动

过程尽可能一致。通常试验台仅安装、试验单轮制动器，而不是同时试验全车所

有车轮的制动器。制动器试验台一般由安装了飞轮组的主轴、驱动主轴旋转的电

动机、底座、施加制动的辅助装置以及测量和控制系统等组成。被试验的制动器

安装在主轴的一端，当制动器工作时会使主轴减速。试验台工作时，电动机拖动

主轴和飞轮旋转，达到与设定的车速相当的转速(模拟实验中，可认为主轴的角

速度与车轮的角速度始终一致)后电动机断电同时施加制动，当满足设定的结束

条件时就称为完成一次制动。

路试车辆的指定车轮在制动时承受载荷。将这个载荷在车辆平动时具有的能

量（忽略车轮自身转动具有的能量）等效地转化为试验台上飞轮和主轴等机构转

动时具有的能量，与此能量相应的转动惯量(以下转动惯量简称为惯量)在本题中

称为等效的转动惯量。试验台上的主轴等不可拆卸机构的惯量称为基础惯量。飞

轮组由若干个飞轮组成，使用时根据需要选择几个飞轮固定到主轴上，这些飞轮

的惯量之和再加上基础惯量称为机械惯量。例如，假设有 4个飞轮，其单个惯量

分别是：10、20、40、80 kg·m2，基础惯量为 10 kg·m2，则可以组成 10，20，
30，…，160 kg·m2 的 16种数值的机械惯量。但对于等效的转动惯量为 45.7
kg·m2 的情况，就不能精确地用机械惯量模拟试验。这个问题的一种解决方法是：

把机械惯量设定为 40 kg·m2，然后在制动过程中，让电动机在一定规律的电流控

制下参与工作，补偿由于机械惯量不足而缺少的能量，从而满足模拟试验的原

则。

一般假设试验台采用的电动机的驱动电流与其产生的扭矩成正比（本题中比

例系数取为 1.5 A/N·m）；且试验台工作时主轴的瞬时转速与瞬时扭矩是可观测

的离散量。

由于制动器性能的复杂性，电动机驱动电流与时间之间的精确关系是很难得

到的。工程实际中常用的计算机控制方法是：把整个制动时间离散化为许多小的

时间段，比如 10 ms为一段，然后根据前面时间段观测到的瞬时转速与/或瞬时

扭矩，设计出本时段驱动电流的值，这个过程逐次进行，直至完成制动。

评价控制方法优劣的一个重要数量指标是能量误差的大小，本题中的能量误

差是指所设计的路试时的制动器与相对应的实验台上制动器在制动过程中消耗

的能量之差。通常不考虑观测误差、随机误差和连续问题离散化所产生的误差。

现在要求你们解答以下问题：
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1. 设车辆单个前轮的滚动半径为 0.286 m，制动时承受的载荷为 6230 N，求

等效的转动惯量。

2. 飞轮组由 3个外直径 1 m、内直径 0.2 m的环形钢制飞轮组成，厚度分别

为

0.0392 m、0.0784 m、0.1568 m，钢材密度为 7810 kg/m3，基础惯量为 10 kg·m2，
问可以组成哪些机械惯量？设电动机能补偿的能量相应的惯量的范围为[-30, 30]
kg·m2，对于问题 1中得到的等效的转动惯量，需要用电动机补偿多大的惯量？

3. 建立电动机驱动电流依赖于可观测量的数学模型。

在问题 1和问题 2的条件下，假设制动减速度为常数，初始速度为 50
km/h，制动 5.0秒后车速为零，计算驱动电流。

4. 对于与所设计的路试等效的转动惯量为 48 kg·m2，机械惯量为 35 kg·m2，
主

轴初转速为 514转/分钟，末转速为 257转/分钟，时间步长为 10 ms的情况，用

某种控制方法试验得到的数据见附表。请对该方法执行的结果进行评价。

5. 按照第 3 问导出的数学模型，给出根据前一个时间段观测到的瞬时转速与

/或瞬时扭矩，设计本时间段电流值的计算机控制方法，并对该方法进行评价。

6. 第 5问给出的控制方法是否有不足之处？如果有，请重新设计一个尽量完

善的计算机控制方法，并作评价。
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2009A 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

因为本题涉及到一些重要概念,所以请各赛区评阅专家在阅卷前务必用比较

多的时间来研读本评阅要点. 千万不要简单地以数值结果来评分.评阅时请注意具

体情况具体对待,特别要注意在处理误差分析时有没有闪光点。

这是一个物理模拟问题，模拟的原则是试验台上制动器的制动过程与所设计

的路试时车上制动器的制动过程理论上应该一致，所以制动过程中试验台主轴

的瞬时转速与车轮的瞬时转速理论上随时一致，制动扭矩也理论上随时一致，

另外理论上制动时间也相同。

设前轮的半径为 R，制动时承受的载荷为 G，等效的转动惯量为 J，线速

度为 v，角速度，重力加速度 g，应当利用能量法得到

RvJv
g
G   ,

2
1

2
1 22 ，

利用数据计算得到 2kg52 mJ  .（计算结果如不正确适当扣分，但不影响后

面的分数）

2. 记飞轮的外半径为 1R，内半径为 0R ，厚度为 h ，密度为  ，则飞轮

的惯量为

 404
12

RRhJ 


利用数据三个飞轮的惯量分别为 30 kg·m、60 kg·m、120 kg·m2，它们和基

础惯量一起组成的机械惯量可以有 8种情况：10, 40, 70, 100, 130,160, 190, 220
2kg m
对于问题 1中得到的等效的转动惯量，用电动机补偿能量对应的惯量(简称

电机惯量)有两种方案：12 2kg m 或 –18 2kg m 。（写出一个即可，绝对值较小

的模拟效果较好。）

3. 导出数学模型的一种方法为: 记需要模拟的单轮的等效的转动惯量为 J，
主轴转速为ω(t)，机械惯量 J1 ,则 J关于主轴的制动扭矩M (t)为，

 
dt
dJtM 



1J 关于主轴的扭矩为

dt
dJ 

1

从而电流产生的扭矩  tM e 应为

   
dt
dJJtM e


 1

由于电机的驱动电流    tMktI e0 ，所以
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dt
dJJktI 

 10

控制时可由 k 的测量值差分后得到 1kI .

或者由(3)除以(1)，得到
 
  J

JJ
tM
tM e 
 1 ，则有

   tM
J
JJktI 

 1
0

控制时由 kM 的测量值得到 1kI . (4)和(5)就是驱动电流依赖于两个可观测量

的数学模型。

记初速度为 0V ，末速度为 1V ，车轮的滚动半径为 R，制动时间为T ，则

201 /71.9 srad
RT
VV

dt
d







 
dt
dJJk

dt
dJ

J
JJkIe





 10

1
0

电机的驱动电流分别为 174.78 A (电机惯量 12)或 –262.17 A (电机惯量 –18).

4. 将时间离散化：把整个刹车过程等分为 N个时间段，记 tk = k Δt，Δt为时

间步长，第 k个时间段为[tk-1, tk]。设 tk时的角速度为 ωk，制动扭矩为Mk，等

效的转动惯量为 J，初始角速度为 ω0.则在整个制动过程中，理论上能量应该减

少

 22
0

*

2
1

NN JE  

而实际上能量减少为





N

i
iiN tME

1


于是，相对误差定义为

 

 22
0

1

22

2
1

2
1

0

N

N

i
iiN

J

tMJ
RE













计算得到总能量的相对误差为 RE = 5.30%。
注：这里是用总能量的相对误差作为评价标准。不排除其他的评价标准和方

法。

5. 记第 k时间段末观察到制动扭矩和角速度值分别为Mk与 ωk, k = 1, 2, …, n.
用一阶的形式构造递推控制方法可以有多种方式，就是只采用前一时间段的

信息决定本时间段的电流值。例如，由 3.的数学模型可知    tM
J
JJktI 

 1
0 ，

其中 0k ， J ， 1J 都是已知常数。

设计控制策略为 kk M
J
JJkI 


1

01 , k = 1, 2,...n − 1，I1 = 0 ,这就是一种控制方

法。
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k

如果不是这种策略，那么应该说明怎样通过 3 的数学模型、在怎样的假设下

设计的策略，否则应扣分。还应该对给出的控制策略进行评价。

6. 应该分析出一阶递推的控制方法不够好，然后设计利用前面已知的更多信

息决定本时段电流的控制方法，设计中使总体能量误差越小越好。

例如，在要决定第 k + 1步的电流值时，注意到此时前面 k步的累积误差可

以用已经知道的 ω0 ,ω1,...,ωk 与M1, M 2 ,..., M k 表述出来，即理论上的制动能

量为  22
02

1
kJ   ,而实际制动能量为




N

i
ii tM

1
 ，二者之差为能量误差。于是让

第 k + 1 步的电流值将这个能量误差补偿上，再加上第 k + 1步原来应该的电流值。

这样总能量误差就会随着 k的增大而不断减小。
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2009B 题 眼科病床的合理安排

医院就医排队是大家都非常熟悉的现象，它以这样或那样的形式出现在我们

面前，例如，患者到门诊就诊、到收费处划价、到药房取药、到注射室打针、等

待住院等，往往需要排队等待接受某种服务。

我们考虑某医院眼科病床的合理安排的数学建模问题。

该医院眼科门诊每天开放，住院部共有病床 79张。该医院眼科手术主要分

四大类：白内障、视网膜疾病、青光眼和外伤。附录中给出了 2008年 7月 13 日

至 2008年 9月 11 日这段时间里各类病人的情况。

白内障手术较简单，而且没有急症。目前该院是每周一、三做白内障手术，

此类病人的术前准备时间只需 1、2 天。做两只眼的病人比做一只眼的要多一些，

大约占到 60%。如果要做双眼是周一先做一只，周三再做另一只。外伤疾病通常

属于急症，病床有空时立即安排住院，住院后第二天便会安排手术。其他眼科

疾病比较复杂，有各种不同情况，但大致住院以后 2-3天内就可以接受手术，主

要是术后的观察时间较长。这类疾病手术时间可根据需要安排，一般不安排在

周一、周三。由于急症数量较少，建模时这些眼科疾病可不考虑急症。

该医院眼科手术条件比较充分，在考虑病床安排时可不考虑手术条件的限

制，但考虑到手术医生的安排问题，通常情况下白内障手术与其他眼科手术（急

症除外）不安排在同一天做。当前该住院部对全体非急症病人是按照 FCFS（First
come, First serve）规则安排住院，但等待住院病人队列却越来越长，医院方面希

望你们能通过数学建模来帮助解决该住院部的病床合理安排问题，以提高对医院

资源的有效利用。

问题一：试分析确定合理的评价指标体系，用以评价该问题的病床安排模型

的优劣。

问题二：试就该住院部当前的情况，建立合理的病床安排模型，以根据已知

的第二天拟出院病人数来确定第二天应该安排哪些病人住院。并对你们的模型利

用问题一中的指标体系作出评价。

问题三：作为病人，自然希望尽早知道自己大约何时能住院。能否根据当时

住院病人及等待住院病人的统计情况，在病人门诊时即告知其大致入住时间区

间。

问题四：若该住院部周六、周日不安排手术，请你们重新回答问题二，医院

的手术时间安排是否应作出相应调整?
问题五：有人从便于管理的角度提出建议，在一般情形下，医院病床安排可

采取使各类病人占用病床的比例大致固定的方案，试就此方案，建立使得所有病

人在系统内的平均逗留时间（含等待入院及住院时间）最短的病床比例分配模型。
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2009B 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

命题思路：本题来源于人们常见的实际问题，问题本身比较容易理解，学生

很自然地会将其归类于排队论问题，但由于问题本身存在较多的细节需要处理，

如直接应用排队论理论解决问题可能会比较困难，可以考虑应用仿真方法解决

问题。本题的主要考点为：（1）分布拟合检验；（2）合理的评价指标体系；

（3）仿真方法应用；（4）满足一定置信度的统计预测模型的建立；（5）排队

论优化模型的建立。本题解题方法可能会比较多，结果也未必一致，评阅时主

要应以解题过程中体现出的对问题的理解程度与建模能力为依据。

必要的假定与数据检验

根据数据和文献资料，对病人预约排队的分布以及手术后住院时间的分布作

适当拟合和检验，做出必要的假定。因数据中无男女性别数据，可假定无性别

限制。

第一问：在一般的排队系统中，系统内平均逗留时间是主要的优化指标，但

我们当前面临的是一个超拥挤系统，服务员（病床）始终没有空闲时间，因此，

从长期来看，这一指标是一个常值，由系统服务能力及病人到达数量所决定，

无法优化。本问题中需要优化的主要指标是病床有效利用率和公平度，这两个

指标可以有各种不同的定义，其合理性是评分依据。此问主要考核对问题的考

虑是否全面、周到，对问题实质的理解是否到位。

第二问：

主要优化目标为：提高病床有效利用率以及提高公平度。由于问题的复杂

性，很难利用现成的排队论结论来处理，采用仿真方法是一种选择。

就提高病床有效利用率而言，病人术后住院时间是一个不可优化的量，所以

只能在术前等待时间上作文章。经对问题的分析可知：对白内障病人的入院时

间加以限制成为提高效率的必然选择。需要制定一种对白内障病人的 “可入

院日 ”加以一定限制的方案，并与 FCFS(First Come, First Serve，先来先服务)方
案进行比较。

本问主要考核能否协调处理好提高病床有效利用率及提高公平度之间的关

系，给出一个相对合理的病床安排模型，以及仿真计算的能力，仿真步骤应清

晰交代。

第三问：

此问希望学生给出一个满足一定置信度（例如：95%）的预约住院时间区间，

并且区间长度越短越好。这里介绍一种方法——自适应区间方法：根据当前系统

内（含住院及等待）人数，利用该类病人每日出院人数的统计平均值，计算得

到当前病人预计住院时间，然后再通过统计数据得到置信度为 95%的置信区间，

并通过仿真方法检验其效果，该方法对当前排队人数有一定的自适应功能。

本问可以有其他各种解法，只要思路合理，效果好，步骤清晰即可。若仅

按照住院平均时间给出一个预计住院时间（不是区间），应视为此问未完成。

第四问：

与问题二的分析相同，仍采用“入院限制方案”，但简单沿用第二问方法进行

仿真的结果将不理想，主要原因是对视网膜与青光眼病人而言，会造成病床使
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用效率降低，需改进手术时间安排。如果采取“二四方案”，即周二、周四为白内

障病人手术时间，周一、三、五为其他病人手术时间，病床使用效率会有所提

高。

此问评分比重应小于前两问。

第五问：

服务强度平衡模型

基本思想：当各类病人构成的排队系统的服务强度相同时，总的系统服务效

率达到最佳。

如果利用排队理论求解此问，要注意此时由于服务时间不服从负指数分布，

故不是M/M/m系统，而是M/G/m系统（G代表一般分布），故不能直接应用

M/M/m模型的结论，可以通过经验近似公式来建立两个系统之间的联系，然后

应用M/M/m模型的结论。

亦可通过模拟计算得到相应结论。此问评分比重大致可与第四问相同。
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2010A 题 储油罐的变位识别与罐容表标定

通常加油站都有若干个储存燃油的地下储油罐，并且一般都有与之配套的

“油位计量管理系统”，采用流量计和油位计来测量进/出油量与罐内油位高度

等数据，通过预先标定的罐容表（即罐内油位高度与储油量的对应关系）进行实

时计算，以得到罐内油位高度和储油量的变化情况。

许多储油罐在使用一段时间后，由于地基变形等原因，使罐体的位置会发生

纵向倾斜和横向偏转等变化（以下称为变位），从而导致罐容表发生改变。按照

有关规定，需要定期对罐容表进行重新标定。图 1 是一种典型的储油罐尺寸及形

状示意图，其主体为圆柱体，两端为球冠体。图 2 是其罐体纵向倾斜变位的示意

图，图 3 是罐体横向偏转变位的截面示意图。

请你们用数学建模方法研究解决储油罐的变位识别与罐容表标定的问题。

（1）为了掌握罐体变位后对罐容表的影响，利用如图 4 的小椭圆型储油罐

（两端平头的椭圆柱体），分别对罐体无变位和倾斜角为=4.10 的纵向变位两种

情况做了实验，实验数据如附件 1 所示。请建立数学模型研究罐体变位后对罐容

表的影响，并给出罐体变位后油位高度间隔为 1cm 的罐容表标定值。

（2）对于图 1 所示的实际储油罐，试建立罐体变位后标定罐容表的数学模

型，即罐内储油量与油位高度及变位参数（纵向倾斜角度和横向偏转角度）
之间的一般关系。请利用罐体变位后在进/出油过程中的实际检测数据（附件 2），

根据你们所建立的数学模型确定变位参数，并给出罐体变位后油位高度间隔为

10cm 的罐容表标定值。进一步利用附件 2 中的实际检测数据来分析检验你们模

型的正确性与方法的可靠性。

附件 1：小椭圆储油罐的实验数据

附件 2：实际储油罐的检测数据

油

油浮子

出油管
油位探测装置
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口

检
查
口

地平线
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油

位高

度

图 1 储油罐正面示意图

油位探针
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油位探针

α

地平线

图 2 储油罐纵向倾斜变位后示意图

油

油浮子

出油管
油位探测装置
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油
口

检
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口

水平线

图 3 储油罐截面示意图

（b）横向偏转倾斜后正截面图

β

地平线垂直线

油位探针

（a）无偏转倾斜的正截面图

油位探针

油位探测装置

3
m

(b)小椭圆油罐截面示

意图
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出油管
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针
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水平线
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(a)小椭圆油罐正面示意图

图 4 小椭圆型油罐形状及尺寸示意图
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2010 A 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

该问题是来自于加油站设备研究与生产企业的一个实际课题，问题由两大部

分组成：

（1）为了观察检验罐体变位对罐容表的影响，在已知变位参数的情况下，

检测出油位高度和油量的对应数值，建模分析罐容表的变化规律，并给出修正

的罐容表，属于“正问题”。
（2）根据实际检测数据，正确识别罐体是如何变位的，具体变了多少？同

时要给出罐容表的修正标定方法和结果，属于“反问题”。
具体需要把握以下几个方面：

第一部分：小椭圆型实验罐的有关问题

（1）要明确给出小椭圆型油罐正常体位（无变位）的不同油位高度与储油

量的计算模型和公式，正确的结果(具体表达形式不唯一)是：

  L
b
bhabhbhbh

b
aabV 














 

 arcsin2
2
1 2

其中 a, b, L分别为罐体截面椭圆的长半轴、短半轴和罐体长度， h为罐内的

油位高度。通过代入几

何参数计算得到正常（即标准）的罐容表对应值。

表 1：正常情况下小椭圆罐的罐容表部分结果

油位高度/cm 油量/L 油位高度/cm 油量/L 油位高度/cm 油量/L 油位高度/cm 油量/L

10 163. 40 119 70 248 100 3659

20 450. 50 162 80 291 110 3946

30 803. 60 205 90 330 120 4110

（2）讨论罐体变位的影响，要求给出纵向倾斜变位后修正模型，用不同方

法可能有不同的表达形式，但需要分别考虑罐体两端有油/无油的不同情况。将

变位参数代入模型，计算出修正后的罐容表标定值，并与正常的标定值进行比

较，分析罐体变位的影响。实际上，对于纵向倾斜变位的影响明显，最大误差

在 257L以上，平均误差达到 190L以上，平均相对误差达 30%以上。

表 2：小椭圆罐的修正罐容表的部分结果（4.10）

油位高度/cm 油量/L 油位高度/cm 油量/L 油位高度/cm 油量/L 油位高度/cm 油量/L

10 70.13 40 965.66 70 2232.50 100 3450.72

20 281.86 50 1371.88 80 2661.42 110 3776.64

30 595.25 60 1798.52 90 3072.43 120 4012.74

第二部分：实际大储油罐的有关问题

（1）根据储油罐纵向的变位方向，对于不同的油位高度，分别考虑油罐的

两端有油和一端有油的情况建模分析，可以得到罐内实际储油量 V与纵向倾斜

变位参数α 、横向偏转变位参数 β和油位高度 h的关系模型，即  hfV ,, 。
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详细的解析模型表述形式比较复杂，重在分析过程，注意油罐两端含油的不同情

况。

当然，也可能通过实际数据采用数值方法、工程方法或几何方法等近似方法

实现，但应关注引入变位参数的方法和表示形式的合理性。

（2）必须明确给出变位参数的辨识准则。因为实际罐内油量初值未知，所

以罐内储油量的准确值是未知的。由附件 2的检测数据可以知道不同时刻的出油

量 ∆V *，同时可以计算出相应油位高度的改变量 1 iii hhh ，并由模型表达式

 hfV ,, 计算得到实际储油量的改变量    1,,,,  iii hfhfV  ，问题

可归结为求解非线性最小二乘问题：

  


















n

i i

i

i

i

h
V

h
VS

1

2*

,min  ，或    



n

i
ii VVS

1

2*,min 

利用附件 2中的部分数据（如前半部分），借助于工具软件或各种数值方法

求解得到参数估计值


 ,


 。其具体的数值用不同的方法会有差别，但结果应

是纵向倾斜变位角


 略大于 2度，横向偏转变位角影响不敏感。

如果直接使用附件 2中的显示储油量 Vi′ 和对应的 hi做参数估计，即求问

题

   



n

i
ii VVS

1

2*,min 

的解，这是不对的，因为 Vi′ 是无变位时的显示储油量。若储油量的体积公式

 hfV ,, 是正确的，则用该方法得到的参数


 值会很小。

如果经分析说明横向偏转变位的影响不大，则可以直接考虑纵向变位的单参

数辨识。

（3）根据修正模型  hfV ,, 及参数估计值


 ,


 ，可以得到变位后的

罐容表（参见表 3）。并利用附件 2的实际检测数据（如后半部分）分析检验模

型的正确性与方法的可靠性。

表 3：变位后储油罐的修正罐容表部分结果（使用参数2.110 ,4.310 ）

油位高度/cm 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
油量/L 354.76 1065.80 2223.04 3702.65 5432.63 7371.38 9487.87 11756.61 14155.51 16664.62

油位高度/cm 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
油量/L 19265.60 21941.18 24674.88 27450.77 30253.25 33066.99 35876.76 38667.27 41423.11 44128.48

油位高度/cm 210 220 230 240 250 260 270 280 290 300
油量/L 46767.21 49322.44 51776.40 54109.93 56302.12 58329.27 60163.39 61768.90 63093.63 64026.17

**用不同的方法，结果会有误差。

（4）为便于比较计算结果，这里给出实际储油罐无变位情况的罐容表部分

标定值（见表 4）。
表 4：无变位情况下油罐的罐容表部分结果

油位高度/cm 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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油量/L 590.71 1682.06 3101.87 4783.00 6682.45 8767.91 11012.93 13394.65 15892.57 18487.88

油位高度/cm 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
油量/L 21162.92 23900.88 26685.57 29501.18 32332.22 35163.15 37978.76 40763.45 43501.41 46176.46

油位高度/cm 210 220 230 240 250 260 270 280 290 300
油量/L 48771.78 51269.71 53651.43 55896.45 57981.93 59881.39 61562.53 62982.36 64073.72 64664.45

本参考要点给出的仅是一种可行解决方法，学生可以使用各种数值方法、工

程方法和近似处理方法，请根据实际情况评判。
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2010B 题 上海世博会影响力的定量评估

2010 年上海世博会是首次在中国举办的世界博览会。从 1851 年伦敦的“万

国工业博览会”开始，世博会正日益成为各国人民交流历史文化、展示科技成果、

体现合作精神、展望未来发展等的重要舞台。请你们选择感兴趣的某个侧面，建

立数学模型，利用互联网数据，定量评估 2010 年上海世博会的影响力。
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x

2010B 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

本题是一道比较开放的题目，同学对问题的理解和所关注的侧面（角度）的

不同，会导致答卷的多样性。以下几点在评阅中值得特别关注：

1. 影响力的定义，即因素的选定：考虑到 3天时间不太可能进行一个全面的

影响力分析，如何恰当地选择一个影响力的侧面极其相关因素是解题的基本前

提。容易考虑到的影响力包括经济、旅游、社会、文化等多个方面，也可以是

一个较小的侧面（比如表演、自愿者、摄影）。要求有明确具体的定义，要有

合理的论证，要有数据支撑。

2. 因素的组织结构模型和有关信息的搜索：因素的相关性、信息的完备性等

都是值得注意的问题。鼓励直接从网络采集因素数据，比如词汇搜索量、点击

率等等。

3. 定量建模，数据的收集和分析：要注意模型的合理性，注意数据之间的可

比性与归一化。鼓励纵向（时间）和横向（其它重大事件）的比较。

4. 科学、直观地表达结论：结论一般不应该是一个简单常识。

张愿章个人感受：

一、评委工作量

评阅论文时间两天 16小时，除去标准研讨 2小时，每天休息 1小时，一般

12小时完成 115-120
篇论文，10篇/小时，即 6分钟/篇；第 3天为分数校正时间。

所以正文要控制在 15页以内，当数据较多时正文只标出处（数据放附件

内）；像 GM(1,1)、层次分析法等常见模型评委均很熟悉正文不要再讲原理，除

非你论文不够 10页。

二、论文打分

每篇论文 3人评，每个评委独立评阅，再把评委分数标准化,在评阅中如同

一论文 3评委分差大于 19必须重评，统一不了请第 4人来评。

三、论文违规问题要严格按论文规范（字体、字号、间距、页边距等），

绝不能有页眉、目录等正文无关内容，摘要和关键词要单独一页，两部分中间不

用空太多。

四、关于 2010B题

研究内容大多是旅游、经济、就业方面，个别是居民幸福指数、公民意识、

城建、科技带动、低碳、文化、媒体、官网的，用到方法：GM(1,1)、层次分析

法、模糊综合评判、生产函数、回归、拟合、时间序列、BP网络，个别用方程、

主成分、本底趋势线……
注意：方法要做的完整，如 AHP要灵敏度检验，回归对函数要检验(显著性、

t,f,r^2)
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2011A 题 城市表层土壤重金属污染分析

随着城市经济的快速发展和城市人口的不断增加，人类活动对城市环境质量

的影响日显突出。对城市土壤地质环境异常的查证，以及如何应用查证获得的海

量数据资料开展城市环境质量评价，研究人类活动影响下城市地质环境的演变模

式，日益成为人们关注的焦点。

按照功能划分，城区一般可分为生活区、工业区、山区、主干道路区及公园

绿地区等，分别记为 1 类区、2 类区、……、5 类区，不同的区域环境受人类活

动影响的程度不同。

现对某城市城区土壤地质环境进行调查。为此，将所考察的城区划分为间距

1 公里左右的网格子区域，按照每平方公里 1 个采样点对表层土（0~10厘米深度）

进行取样、编号，并用 GPS记录采样点的位置。应用专门仪器测试分析，获得了

每个样本所含的多种化学元素的浓度数据。另一方面，按照 2 公里的间距在那些

远离人群及工业活动的自然区取样，将其作为该城区表层土壤中元素的背景值。

附件 1 列出了采样点的位置、海拔高度及其所属功能区等信息，附件 2 列出

了 8 种主要重金属元素在采样点处的浓度，附件 3 列出了 8 种主要重金属元素的

背景值。

现要求你们通过数学建模来完成以下任务：

(1)给出 8 种主要重金属元素在该城区的空间分布，并分析该城区内不同区

域重金属的污染程度。

(2)通过数据分析，说明重金属污染的主要原因。

(3)分析重金属污染物的传播特征，由此建立模型，确定污染源的位置。

(4)分析你所建立模型的优缺点，为更好地研究城市地质环境的演变模式，

还应收集什么信息？有了这些信息，如何建立模型解决问题？
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2011A 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

本问题的数据来源于某城市对土壤环境的实地监测。评阅时，应着重注意数

学模型的建立、计算方法（或所选软件的程序语句）及选择该方法的理由。

（1)可用插值拟合的方法获得各重金属污染物浓度的空间分布。再参考由背

景值确定的阈值，定量分析城区各区域的污染程度。由于空间数据是不规则的，

较好的方法是用散乱数据插值，例如 Kriging 插值、 Shepard插值等。也可以用其

他方法插值拟合，但应明确所使用的方法，并作出 分析，不能只简单套用软件。

各个污染元素浓度的最大值与插值后浓度的最大值距离不会太远。

（2）分析污染产生的原因，必须有充分的数据分析以及明确的结论。例如，

可以根据各区域的污染浓度信息进行聚类，考察污染物出现的相关性，发现某

些污染物结伴出现（如 Cr与 Ni，Cd与 Pb的相关性较高），这与污染物产生的

原因是密切相关的，由此可大致确定出产生这些污染的原因。:
(3)本小题可以在不同的假设下建立相应的模型，但必须有合理的假设、建

立明确的数学模型，并根据模型和所给的数据进行数值计算。例如，由于雨水

的作用是重金属在土壤表层中传播的主要原因之一，可以假设传播以对流形式

为主，由此建立对流方程，并以给出的重金属污染物浓度数据作为初始值（实

际上是终值），从而得到偏微分方程的定解问题。类似于(1)，采用插值拟合的

方法，可以得到地形高度函数。 利用特征线法，可以得到各区域在各个时间点

上的重金属污染物浓度数据，从而可以得到各时间的污染范围，由此确定出污

染源的位置。

(4)本问题只给出一个时间点上的数据，信息量明显不足，需要补充更多的

信息。

如果学生考虑到多个时间点上的采样信息，给出更好的演化模式，应予以鼓

励。
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2011B 题 交巡警服务平台的设置与调度

“有困难找警察”，是家喻户晓的一句流行语。警察肩负着刑事执法、治安

管理、交通管理、服务群众四大职能。为了更有效地贯彻实施这些职能，需要在

市区的一些交通要道和重要部位设置交巡警服务平台。每个交巡警服务平台的职

能和警力配备基本相同。由于警务资源是有限的，如何根据城市的实际情况与需

求合理地设置交巡警服务平台、分配各平台的管辖范围、调度警务资源是警务部

门面临的一个实际课题。

试就某市设置交巡警服务平台的相关情况，建立数学模型分析研究下面的问

题：

（1）附件 1 中的附图 1 给出了该市中心城区 A 的交通网络和现有的 20 个交

巡警服务平台的设置情况示意图，相关的数据信息见附件 2。请为各交巡警服务

平台分配管辖范围，使其在所管辖的范围内出现突发事件时，尽量能在 3 分钟内

有交巡警（警车的时速为 60km/h）到达事发地。

对于重大突发事件，需要调度全区 20 个交巡警服务平台的警力资源，对进

出该区的 13 条交通要道实现快速全封锁。实际中一个平台的警力最多封锁一个

路口，请给出该区交巡警服务平台警力合理的调度方案。

根据现有交巡警服务平台的工作量不均衡和有些地方出警时间过长的实际情

况，拟在该区内再增加 2 至 5 个平台，请确定需要增加平台的具体个数和位置。

（2）针对全市（主城六区 A，B，C，D，E，F）的具体情况，按照设置交巡

警服务平台的原则和任务，分析研究该市现有交巡警服务平台设置方案（参见附

件）的合理性。如果有明显不合理，请给出解决方案。

如果该市地点 P（第 32 个节点）处发生了重大刑事案件，在案发 3 分钟后

接到报警，犯罪嫌疑人已驾车逃跑。为了快速搜捕嫌疑犯，请给出调度全市交巡

警服务平台警力资源的最佳围堵方案。

附件 1：A 区和全市六区交通网络与平台设置的示意图。

附件 2：全市六区交通网络与平台设置的相关数据表（共 5 个工作表）。
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2011B 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

针对这个题目，评阅时请注意“数学模型、求解方法、结果与分析”这三个方

面。数学模型：尽量用数学语言、符号和公式表述，优化模型要给出明确的决

策变量、目标函数和约束条件，表述准确全面。求解方法：尽量用数学语言对

算法的思路、步骤、数据的处理过程、所使用的软件给出明确的描述。

结果与分析：要有明确的数值结果，表达简明、清晰。

第一部分：

（1）要求明确给出分配各个交巡警服务平台具体管辖范围的数学模型和具

体的管辖范围（一般指路口，也可考虑相关道路）。合理性主要体现在两个方

面：所有平台最长出警时间尽可能短，且它们的工作量（每天的出警次数）尽

量均衡，优秀论文中应该给出这两个量化指标。

参考结果：最大出警时间大于 3分钟的有 6个路口，最长出警时间约为 5.7
分钟；同时应有工作量均衡性的度量指标。

（2）要求给出决定对 13个路口实施封锁的数学模型，通过求解模型，具体

给出 13个目标路口各由哪一个平台实施封锁，以及对每个路口的封锁时间和完

成封锁的最大时间。

参考结果：最优方案的最大的封锁时间约为 8分钟。

（3）模型应该考虑增设平台后，使其减少最大出警时间与各平台间工作量

的均衡性效果，要具体给出需增加新平台的个数和位置，且给出其定量依据。

第二部分：

（1）应该根据最大出警时间和工作量的均衡性这两个因素建立模型，求解

给出最大出警时间和工作量均衡性的具体指标，分析现有平台设置方案的合理

性。依据这些结果，对明显不合理的提出改进方案：如增加平台或移动平台，

都必须要有具体的平台数量和位置，且阐述这样做的理由和定量依据。

（2）要求给出能封锁住嫌疑人的数学模型，并给出算法和具体结果。能封

锁住的基本约束条件是：“出事地点到将要封锁的路口所需时间加 3分钟大于等

于指派平台到封锁路口的所需时间”。在这个约束条件之下给出最优封锁方案。
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2012A 题 葡萄酒的评价

确定葡萄酒质量时一般是通过聘请一批有资质的评酒员进行品评。每个评酒

员在对葡萄酒进行品尝后对其分类指标打分，然后求和得到其总分，从而确定葡

萄酒的质量。酿酒葡萄的好坏与所酿葡萄酒的质量有直接的关系，葡萄酒和酿酒

葡萄检测的理化指标会在一定程度上反映葡萄酒和葡萄的质量。附件 1 给出了某

一年份一些葡萄酒的评价结果，附件 2 和附件 3 分别给出了该年份这些葡萄酒的

和酿酒葡萄的成分数据。请尝试建立数学模型讨论下列问题：

1. 分析附件 1 中两组评酒员的评价结果有无显著性差异，哪一组结果更可

信？

2. 根据酿酒葡萄的理化指标和葡萄酒的质量对这些酿酒葡萄进行分级。

3. 分析酿酒葡萄与葡萄酒的理化指标之间的联系。

4．分析酿酒葡萄和葡萄酒的理化指标对葡萄酒质量的影响，并论证能否用

葡萄和葡萄酒的理化指标来评价葡萄酒的质量？

附件 1：葡萄酒品尝评分表（含 4个表格）

附件 2：葡萄和葡萄酒的理化指标（含 2个表格）

附件 3：葡萄和葡萄酒的芳香物质（含 4个表格）
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2012A 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

本题目希望学生利用数学模型和附件 1-3中的数据对评酒员的品评结果给出

分析，对酿酒葡萄的质量给出评价，并探讨葡萄和葡萄酒的理化指标与酒的质

量的关系。

问题 1.附件 1中给出的是评酒员对 27种红葡萄酒和 28种白葡萄酒的两组品

评结果。这两组评酒员各不相同，两组中的每个酒样都取自相同葡萄酒厂家的

同一批次的产品。要求学生给出判断这两组评价结果好坏的原理、模型和方法，

给出具体的结果，并对结果进行说明。好的品评结果应该是对同一酒样评价时

这些评酒员之间的差距小、且这些酒样之间的区分度明确（注：一些学生的模

型和方法仅考虑评酒员的打分差距）。参考：红酒中样品 23是好酒，样品 12是
较差的酒。

问题 2.给出根据酿酒葡萄的理化指标和葡萄酒的质量对这些酿酒葡萄进行

分级的原则、模型、算法和结果。确定酿酒葡萄质量好坏的主要依据是问题 1中
评酒员对酒的质量的评价结果，根据这个评价结果和酿酒葡萄的各种理化指标

给出确定葡萄质量的模型，由此给出这些酿酒葡萄的分级结果。参考：分级结

果中好的红葡萄应包含样品 23，差的应该包含样品 12。
问题 3.给出分析酿酒葡萄与葡萄酒的成分之间关系的原理、模型和方法，

得到葡萄酒的理化指标是否与葡萄的理化指标相关的结论，相关时给出具体的

依赖关系。求解时最好先对葡萄的理化指标（包括芳香物质）进行分类和筛选，

然后进行评价。注：仅把葡萄的全部理化指标进行简单回归不够完整。

问题 4.建立模型分析酿酒葡萄和葡萄酒的理化指标与葡萄酒质量之间的关

系，在模型的基础上给出具体结论，并对结论给出详细的分析说明。注：评价

葡萄酒质量时不一定需要包含所有的理化指标，但根据经验知道花色苷、总酚

和单宁是红葡萄酒的重要指标。

附注：学生答卷中应该说明对缺失数据和异常数据的处理方式。
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2012B 题 太阳能小屋的设计

在设计太阳能小屋时，需在建筑物外表面（屋顶及外墙）铺设光伏电池，光

伏电池组件所产生的直流电需要经过逆变器转换成 220V 交流电才能供家庭使用，

并将剩余电量输入电网。不同种类的光伏电池每峰瓦的价格差别很大，且每峰瓦

的实际发电效率或发电量还受诸多因素的影响，如太阳辐射强度、光线入射角、

环境、建筑物所处的地理纬度、地区的气候与气象条件、安装部位及方式（贴附

或架空）等。因此，在太阳能小屋的设计中，研究光伏电池在小屋外表面的优化

铺设是很重要的问题。

附件 1-7 提供了相关信息。请参考附件提供的数据，对下列三个问题，分别

给出小屋外表面光伏电池的铺设方案，使小屋的全年太阳能光伏发电总量尽可能

大，而单位发电量的费用尽可能小，并计算出小屋光伏电池 35 年寿命期内的发

电总量、经济效益（当前民用电价按 0.5 元/kWh 计算）及投资的回收年限。

在求解每个问题时，都要求配有图示，给出小屋各外表面电池组件铺设分组

阵列图形及组件连接方式（串、并联）示意图，也要给出电池组件分组阵列容量

及选配逆变器规格列表。

在同一表面采用两种或两种以上类型的光伏电池组件时，同一型号的电池板

可串联，而不同型号的电池板不可串联。在不同表面上，即使是相同型号的电池

也不能进行串、并联连接。应注意分组连接方式及逆变器的选配。

问题 1：请根据山西省大同市的气象数据，仅考虑贴附安装方式，选定光伏

电池组件，对小屋（见附件 2）的部分外表面进行铺设，并根据电池组件分组数

量和容量，选配相应的逆变器的容量和数量。

问题 2：电池板的朝向与倾角均会影响到光伏电池的工作效率，请选择架空

方式安装光伏电池，重新考虑问题 1。
问题 3：根据附件 7 给出的小屋建筑要求，请为大同市重新设计一个小屋，

要求画出小屋的外形图，并对所设计小屋的外表面优化铺设光伏电池，给出铺设

及分组连接方式，选配逆变器，计算相应结果。

附件 1：光伏电池组件的分组及逆变器选择的要求

附件 2：给定小屋的外观尺寸图

附件 3：三种类型的光伏电池（A 单晶硅、B 多晶硅、C 非晶硅薄膜）组件设

计参数和市场价格

附件 4：大同典型气象年气象数据。特别注意：数据库中标注的时间为实际

时间减 1 小时，即数据库中的 11:00 即为实际时间的 12:00
附件 5：逆变器的参数及价格

附件 6：可参考的相关概念

附件 7：小屋的建筑要求
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2012 B题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

本题评阅时请注意：建模的准备工作、数学模型的建立、求解方法及过程、

结果的表述、图示及分析和第三问的创新性。

建模的准备工作：这部分是建模及解答的基础（集中或分散描述）

(1) 倾斜面总辐射强度的计算。这里涉及到：太阳时、时角、赤纬角、太阳

高度角和太阳方位角等概念，还需要了解斜面的阳光直射辐射强度与散射辐射

强度的计算。

(2) 附件 4提供的辐射强度是离散数据，需要将数据连续化, 计算光照辐射

量。问题 1：只考虑贴附安装方式建立数学模型及求解

(1) 建立模型: 单目标模型或多目标模型，可考虑发电总量、单位发电费用、

经济效益和投资回收年限等。希望学生能够全面地分析问题，建立相应的优化

模型。

(2) 模型求解: 要求给出求解方法的详细描述。

(3)结果表述:结果的表述、分析要清楚明确：要求给出电池铺设图及所配用

的逆变器列表。例如，一种可行的铺设方式是：顶面可铺设 40多块 A3电池，

南面可铺设 30多块 C10电池，西面可铺设 C1和 C10电池各 10多块，东、北两

面可不铺设（此例只是可行方案之一）。

问题 2：考虑架空安装方式建立数学模型及求解

(1) 重点考虑屋顶上架空的光伏电池平面的最佳倾角，约为 30多度。

(2) 其他要求同问题 1.
问题 3：小屋设计

(1) 需要计算南墙的最佳朝向, 光伏电池板的最优铺设。

(2) 根据计算结果，设计“最佳”小屋。

(3) 本问题重点是考查学生的创造性。
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2013A 题 车道被占用对城市道路通行能力的影响

车道被占用是指因交通事故、路边停车、占道施工等因素，导致车道或道路

横断面通行能力在单位时间内降低的现象。由于城市道路具有交通流密度大、连

续性强等特点，一条车道被占用，也可能降低路段所有车道的通行能力，即使时

间短，也可能引起车辆排队，出现交通阻塞。如处理不当，甚至出现区域性拥堵。

车道被占用的情况种类繁多、复杂，正确估算车道被占用对城市道路通行能

力的影响程度，将为交通管理部门正确引导车辆行驶、审批占道施工、设计道路

渠化方案、设置路边停车位和设置非港湾式公交车站等提供理论依据。

视频 1（附件 1）和视频 2（附件 2）中的两个交通事故处于同一路段的同一

横断面，且完全占用两条车道。请研究以下问题：

根据视频 1（附件 1），描述视频中交通事故发生至撤离期间,事故所处横断

面实际通行能力的变化过程。

根据问题 1 所得结论，结合视频 2（附件 2），分析说明同一横断面交通事

故所占车道不同对该横断面实际通行能力影响的差异。

构建数学模型，分析视频 1（附件 1）中交通事故所影响的路段车辆排队长

度与事故横断面实际通行能力、事故持续时间、路段上游车流量间的关系。

假如视频 1（附件 1）中的交通事故所处横断面距离上游路口变为 140 米，

路段下游方向需求不变，路段上游车流量为 1500pcu/h,事故发生时车辆初始排队

长度为零，且事故持续不撤离。请估算，从事故发生开始，经过多长时间，车辆

排队长度将到达上游路口。

附件 1：视频 1
附件 2：视频 2
附件 3：视频 1 中交通事故位置示意图

附件 4：上游路口交通组织方案图

附件 5：上游路口信号配时方案图

注：只考虑四轮及以上机动车、电瓶车的交通流量，且换算成标准车当量数。

附件 3
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视频 1 中交通事故位置示意图

附件 4

附件 5
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上游路口信号配时
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2013A 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

本题的难点在于通过视频资料获得车流数据，并以此为基础建立数学模型，

分析部分车道被占用后，道路拥塞程度与上游来车量的关系。评阅时请关注如

下方面：建模的准备工作（视频中车流数据的提取，包括视频缺失及错误的处

理），模型的建立、求解和分析方法，结果的表述，模型的合理性分析及其模

型的拓广。

问题 1.
1.1．道路被占用后，实际的通行能力需要通过视频中的车流数据得到，不

能仅由交通道路设计标准估计；

1.2．应该根据视频信息给出不同时段、不同情况下车流量的变化，需要给

出通行能力的计算方法、理由的陈述或分析；

1.3.在被占用道路没有车辆排队时，通行能力等同于单车道情形，但当被占

用道路有车辆排队时，由于被占用道路车辆的变道抢行，会使道路的通行能力

下降，好的结果应该明确指出这一点。

问题 2.
2.1.对于视频 2的分析同视频 1，需要通过视频 2与视频 1的数据对比给出

通行能力的差异及原因分析；

2.2．由于事故横断面下游交通流方向需求不同，会导致上游每条车道分配

到的车辆数不同，使两种情况事故所处道路横断面形成多车道排队的机率不同，

从而影响实际通行能力。如果在模型中注意到这一点则更好。

问题 3.
3.1．建立数学模型，给出交通事故所引起的路段车辆排队长度与事故横断

面实际通行能力、事故持续时间、路段上游车流量间的关系；

3. 2.模型的形式可以多样，但需要包含上述各种因素。关键考察模型假设的

合理性、参数确定的原则、及模型的可计算性。

问题 4.
4.1．本问题是问题 1及问题 3的扩展，可利用问题 1得到的通行能力及问

题 3的模型计算结果；

4. 2．和问题 1、3不同，当事故横断面离红绿灯路口较近时，司机无充分时

间调整车道，会增大多车道占用情形，影响通行能力，模型计算中应考虑这一

点；

4.3.附件中给出了上游路口信号灯的控制方案，会影响上游来车的流量分布，

如果学生能够利

用附件给出上游路口信号灯配时方案和交通组织方案则更好。
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2013B 题 碎纸片的拼接复原

破碎文件的拼接在司法物证复原、历史文献修复以及军事情报获取等领域都

有着重要的应用。传统上，拼接复原工作需由人工完成，准确率较高，但效率很

低。特别是当碎片数量巨大，人工拼接很难在短时间内完成任务。随着计算机技

术的发展，人们试图开发碎纸片的自动拼接技术，以提高拼接复原效率。请讨论

以下问题：

1. 对于给定的来自同一页印刷文字文件的碎纸机破碎纸片（仅纵切），建立

碎纸片拼接复原模型和算法，并针对附件 1、附件 2 给出的中、英文各一页文件

的碎片数据进行拼接复原。如果复原过程需要人工干预，请写出干预方式及干预

的时间节点。复原结果以图片形式及表格形式表达（见【结果表达格式说明】）。

2. 对于碎纸机既纵切又横切的情形，请设计碎纸片拼接复原模型和算法，并

针对附件 3、附件 4 给出的中、英文各一页文件的碎片数据进行拼接复原。如果

复原过程需要人工干预，请写出干预方式及干预的时间节点。复原结果表达要求

同上。

3. 上述所给碎片数据均为单面打印文件，从现实情形出发，还可能有双面打

印文件的碎纸片拼接复原问题需要解决。附件 5 给出的是一页英文印刷文字双面

打印文件的碎片数据。请尝试设计相应的碎纸片拼接复原模型与算法，并就附件

5 的碎片数据给出拼接复原结果，结果表达要求同上。

【数据文件说明】

每一附件为同一页纸的碎片数据。

附件 1、附件 2 为纵切碎片数据，每页纸被切为 19 条碎片。

附件 3、附件 4 为纵横切碎片数据，每页纸被切为 11×19 个碎片。

附件 5 为纵横切碎片数据，每页纸被切为 11×19 个碎片，每个碎片有正反

两面。该附件中每一碎片对应两个文件，共有 2×11×19 个文件，例如，第一个

碎片的两面分别对应文件 000a、000b。
【结果表达格式说明】

复原图片放入附录中，表格表达格式如下：

附件 1、附件 2 的结果：将碎片序号按复原后顺序填入 1×19 的表格；

附件 3、附件 4 的结果：将碎片序号按复原后顺序填入 11×19 的表格；

附件 5 的结果：将碎片序号按复原后顺序填入两个 11×19 的表格；

不能确定复原位置的碎片，可不填入上述表格，单独列表。
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2013B 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

本题要求对数据提取合适的特征、建立合理有效的碎纸片拼接复原模型。

可以考虑的特征有邻边灰度向量的匹配、按行或按列对灰度求和、行距等。关

于算法模型，必须有具体的算法过程（如流程图、算法描述、伪代码等）及设计

原理。虽然正确的复原结果是唯一的，但不能仅从学生提供的复原效果来评定

学生解答的好坏，而应

根据所建的数学模型、求解方法和计算结果（如复原率）三方面的内容做出

评判。另一方面，评判中还需要考虑人工干预的多少和干预时间节点的合理性。

问题 1.仅有纵切文本的复原问题由于“仅有纵切”，碎纸片较大，所以信

息特征较明显。一种比较直观的建模方法是：按照某种特征定义两条碎片间的

（非对称）距离，采用最优 Hamilton路或最优 Hamilton圈（即 TSP）的思想建

立优化模型。关于 TSP的求解方法有很多，学生在求解过程中需要注意到非对称

距离矩阵或者是有向图等特点。还可能有种种优化模型与算法，只要模型合理，

复原效果好，都应当认可。本问题相对简单，复原过程可以不需要人工干预，

复原率可以接近或达到 100%。
问题 2. 有横、纵切文本的复原问题

一种较直观的建模方法是：首先利用文本文件的行信息特征，建立同一行碎

片的聚类模型。在得到行聚类结果后，再利用类似于问题 1中的方法完成每行碎

片的排序工作。最后对排序后的行，再作纵向排序。

本问题的解法也是多种多样的，应视模型和方法的合理性、创新性及有效性

进行评分。例如，考虑四邻近距离图，碎片逐步增长，也是一种较为自然的想

法。

问题 3.正反两面文本的复原问题

这个问题是问题 2的继续，基本解决方法与问题 2方法相同。但不同的是：

这里需要充分利用双面文本的特征信息。该特征信息利用得好，可以提升复原

率。

在阅卷过程中，可以考虑学生对问题的扩展。例如，在模型的检验中，如果

学生能够自行构造碎片，用以检验与评价本队提出的拼接复原模型的复原效果，

可考虑适当加分。

阅卷时应有程序，程序的运行结果应和论文给出的结果一致。
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2014A 题 嫦娥三号软着陆轨道设计与控制策略

嫦娥三号于 2013 年 12 月 2 日 1 时 30 分成功发射，12 月 6 日抵达月球轨道。

嫦娥三号在着陆准备轨道上的运行质量为 2.4t，其安装在下部的主减速发动机能

够产生 1500N 到 7500N 的可调节推力，其比冲（即单位质量的推进剂产生的推

力）为 2940m/s，可以满足调整速度的控制要求。在四周安装有姿态调整发动机，

在给定主减速发动机的推力方向后，能够自动通过多个发动机的脉冲组合实现各

种姿态的调整控制。嫦娥三号的预定着陆点为 19.51W，44.12N，海拔为-2641m
（见附件 1）。

嫦娥三号在高速飞行的情况下，要保证准确地在月球预定区域内实现软着陆，

关键问题是着陆轨道与控制策略的设计。其着陆轨道设计的基本要求：着陆准备

轨道为近月点 15km，远月点 100km 的椭圆形轨道；着陆轨道为从近月点至着陆

点，其软着陆过程共分为 6 个阶段（见附件 2），要求满足每个阶段在关键点所

处的状态；尽量减少软着陆过程的燃料消耗。

根据上述的基本要求，请你们建立数学模型解决下面的问题：

（1）确定着陆准备轨道近月点和远月点的位置，以及嫦娥三号相应速度的

大小与方向。

（2）确定嫦娥三号的着陆轨道和在 6 个阶段的最优控制策略。

（3）对于你们设计的着陆轨道和控制策略做相应的误差分析和敏感性分析。

附件 1： 问题的背景与参考资料；

附件 2： 嫦娥三号着陆过程的六个阶段及其状态要求；

附件 3：距月面 2400m 处的数字高程图；

附件 4：距月面 100m 处的数字高程图。

http://zh.wikipedia.org/wiki/2013%E5%B9%B4
http://zh.wikipedia.org/wiki/12%E6%9C%882%E6%97%A5
http://zh.wikipedia.org/wiki/12%E6%9C%886%E6%97%A5
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%88%E7%90%83%E8%BB%8C%E9%81%93
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2014A 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

对本问题应该给出合理的建模假设，譬如：惯性坐标、二体问题等，并加以

分析说明。

问题 1：在已知的条件下，确定嫦娥三号在环月轨道上近月点与远月点的相

对位置和速度

（1）建立合理适用的坐标系。

（2）对嫦娥三号进行受力分析，建立其运动学和准备轨道的数学模型（譬

如：微分方程等模型）。

（3）通过求解数学模型得出数值结果。

问题 2：确定软着陆轨道与 6 阶段的控制策略，由问题对着陆轨道 6 个阶段

的要求，每个阶段都应给出起止状态（速度和位置）和最优控制策略（推力大小

和方向），以满足各阶段起止状态的需求。

（1）建立各阶段的最优控制模型，明确给出控制变量、状态变量、状态方

程、约束条件和目标函数。

（2）在粗避障和精细避障阶段选择落点时，需要综合考虑月面的平整度、

光照条件、着陆控制误差等因素，确定最理想的着陆地点。

（3）各阶段的控制问题是一个无穷维的优化问题，可以通过合理的简化

（譬如离散化为有限维的优化问题）求解得出合理的数值结果，即最优的控制策

略。

（4）若未按题目要求按 6 阶段设计最优控制策略，而照抄某些文献的两阶

段或三阶段的处理方法，不能视为较好的论文。

问题 3：着陆轨道设计和控制策略的误差分析与敏感度分析

对问题的稳定性有影响的误差包括：

（1）着陆准备轨道参数（近月点位置和速度）的误差；

（2）分阶段分析发动机推力（大小和方向）的控制误差；

（3）模型的简化假设、模型的近似与求解过程等综合分析误差；

如果能针对以上几个因素对问题结果的影响及程度做相应的敏感度分析，应

给予肯定。
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2014B 题 创意平板折叠桌

某公司生产一种可折叠的桌子，桌面呈圆形，桌腿随着铰链的活动可以平摊

成一张平板（如图 1-2 所示）。桌腿由若干根木条组成，分成两组，每组各用一

根钢筋将木条连接，钢筋两端分别固定在桌腿各组最外侧的两根木条上，并且沿

木条有空槽以保证滑动的自由度（见图 3）。桌子外形由直纹曲面构成，造型美

观。附件视频展示了折叠桌的动态变化过程。

试建立数学模型讨论下列问题：

1. 给定长方形平板尺寸为 120 cm×50 cm×3 cm，每根木条宽 2.5 cm，连接

桌腿木条的钢筋固定在桌腿最外侧木条的中心位置，折叠后桌子的高度为 53 cm。

试建立模型描述此折叠桌的动态变化过程，在此基础上给出此折叠桌的设计加工

参数（例如，桌腿木条开槽的长度等）和桌脚边缘线（图 4 中红色曲线）的数学

描述。

2. 折叠桌的设计应做到产品稳固性好、加工方便、用材最少。对于任意给定

的折叠桌高度和圆形桌面直径的设计要求，讨论长方形平板材料和折叠桌的最优

设计加工参数，例如，平板尺寸、钢筋位置、开槽长度等。对于桌高 70 cm，桌

面直径 80 cm 的情形，确定最优设计加工参数。

3. 公司计划开发一种折叠桌设计软件，根据客户任意设定的折叠桌高度、桌

面边缘线的形状大小和桌脚边缘线的大致形状，给出所需平板材料的形状尺寸和

切实可行的最优设计加工参数，使得生产的折叠桌尽可能接近客户所期望的形状。

你们团队的任务是帮助给出这一软件设计的数学模型，并根据所建立的模型给出

几个你们自己设计的创意平板折叠桌。要求给出相应的设计加工参数，画出至少

8 张动态变化过程的示意图。

图 1

图 2
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图 3

图 4

附件：视频
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2014B 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

本题主要考查学生对直纹面的描述、建模和计算能力。

问题 1.对于给定的材料和设计目标建模。要求模型能表达从平板到最终桌子

成形的变化过程。可以用每根木条的动态变化过程的函数形式表达，也可以用直

纹面的参数形式表达。同时要求明确给出桌腿木条开槽的长度等设计加工参数。

桌子成形后的桌腿边缘线可以用离散的点表达（如每根木条下端中点的空间坐

标），也可用连续的曲线方程表达（如木条下端中点所在的空间曲线方程）。寻

求连续的曲面和曲线方程的方案应给予鼓励。钢筋应理解为没有弹性、不可弯曲

的直线。

问题 2.本小题限定为长方形平板材料和圆形桌面。要求先就任意给定的桌子

高度和桌面直径建立模型，然后再对桌高 70 cm，桌面直径 80 cm 的特例给出计

算结果。合理的稳固性指标建立是问题的关键之一，需要对桌脚进行受力分析。

应给出最优的平板长度、钢筋位置和开槽长度，以保证可行性、稳固性，并降低

成本。

问题 3.本小题没有限定平板材料和桌面的形状，但基于美观性的考虑，折叠

后桌腿的外形应呈直纹曲面，而不应是平面。同时，钢筋是必须的，且为直线，

否则很难实现折叠桌的使用方便和产品稳固性。通过问题 1 和问题 2 的解决，可

以初步掌握折叠桌高度、桌面边缘线和桌脚边缘线与平板材料及设计参数之间关

系的规律。由于客户画的桌面和桌脚边缘线形状有随意性，为了加工的可行性，

两条边缘线须有一定的关联（但不应限定材料为长方形）。所建模型应能对客户

画的两条边缘线做适当修正，并在此基础上给出加工参数。结果要求参赛队给出

有创意的产品设计和设计理念，并作出至少 8 张动态变化过程的示意图。

注：本课题来自荷兰设计师 Robert van Embricqs 的创意。如果参赛队给出的

产品是网上已有的，不应认为是好的结果。
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2015A 题 太阳影子定位

如何确定视频的拍摄地点和拍摄日期是视频数据分析的重要方面，太阳影子

定位技术就是通过分析视频中物体的太阳影子变化，确定视频拍摄的地点和日期

的一种方法。

1.建立影子长度变化的数学模型，分析影子长度关于各个参数的变化规律，

并应用你们建立的模型画出 2015 年 10 月 22 日北京时间 9:00-15:00 之间天安门

广场（北纬 39 度 54 分 26 秒,东经 116 度 23 分 29 秒）3 米高的直杆的太阳影子

长度的变化曲线。

2.根据某固定直杆在水平地面上的太阳影子顶点坐标数据，建立数学模型确

定直杆所处的地点。将你们的模型应用于附件 1 的影子顶点坐标数据，给出若干

个可能的地点。

3. 根据某固定直杆在水平地面上的太阳影子顶点坐标数据，建立数学模型确

定直杆所处的地点和日期。将你们的模型分别应用于附件 2 和附件 3 的影子顶点

坐标数据，给出若干个可能的地点与日期。

4．附件 4 为一根直杆在太阳下的影子变化的视频，并且已通过某种方式估

计出直杆的高度为 2 米。请建立确定视频拍摄地点的数学模型，并应用你们的模

型给出若干个可能的拍摄地点。

如果拍摄日期未知，你能否根据视频确定出拍摄地点与日期？
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2015A 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

本题要求根据视频中物体的太阳影子，建立数学模型确定视频拍摄地点和日

期。主要考察学生关于空间几何问题的建模能力以及非线性优化问题的求解能力，

对求解精度具有一定的要求。

评阅时应注意：“北京时间”与“北京当地时间”的不同，经度与时间的关

系，日期关于春分、秋分、冬至、夏至的近似对称性等。大气折射会导致太阳高

度角产生一定偏转，所以考虑大气折射情形的模型更佳。

对能够自行构造数据进行模型检验的论文，应给予较好的评价。

问题 1
在已知视频拍摄时间及地点的条件下求影子的数学模型，并分析长度关于日

期、时间、经纬度等参数的变化规律。有较多的参考文献给出这一问题的模型，

若直接采用文献中的模型，需指明出处。

问题 2
在已知物体影子顶点真实坐标及拍摄日期与北京时间的条件下，根据问题 1

得到的影子长度变化模型，反解出纬度及当地时间，根据当地时间和北京时间之

间的关系确定经度。附件 1 的位置是(109.5°E, 18.3°N)海南三亚。

评阅时应以模型和方法为主，结果仅作为参考。要尽可能使用所给数据的全

部信息。

问题 3
与问题 2 相比，问题 3 中拍摄日期未知，反演难度有所增加，同时使用长度

和角度信息反演效果更好。附件 2 的位置是(79.75°E, 39.52°N)新疆，日期是 7
月 20 日；附件 3 的位置是(110.25°E, 29.39°N)湖南省张家界，日期是 1 月 20
日。

由于日期相近的影子长度和角度变化较小，导致参数反演问题的近似解较多。

可以将日期、经纬度一定范围内的结果都认为是近似正确的。

评阅时应以模型和方法为主，结果仅作为参考。

问题 4
建立影子顶点大地坐标与视频坐标之间的关系，然后反演模型中的参数。由

于反演参数的增加，以及视频数据提取时产生的误差，导致模型求解精度下降、

确定拍摄地点的难度增加。评阅时，主要关注模型是否合理、正确。
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2015B 题“互联网+”时代的出租车资源配置

出租车是市民出行的重要交通工具之一，“打车难”是人们关注的一个社会

热点问题。随着“互联网+”时代的到来，有多家公司依托移动互联网建立了打

车软件服务平台，实现了乘客与出租车司机之间的信息互通，同时推出了多种出

租车的补贴方案。

请你们搜集相关数据，建立数学模型研究如下问题：

(1)试建立合理的指标，并分析不同时空出租车资源的“供求匹配”程度。

(2)分析各公司的出租车补贴方案是否对“缓解打车难”有帮助？

(3)如果要创建一个新的打车软件服务平台，你们将设计什么样的补贴方案，

并论证其合理性。
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2015B 题 评阅要点

【说明】本要点仅供参考，各赛区评阅组应根据对题目的理解与学生的解答，

自主地进行评阅。

该问题是一个即时性、开放性、实用性很强的热点问题，可以针对某一个地

区或一个城市的实际情况进行研究。解决问题需要一定的数据支持，必须收集到

某地区或城市出租车的相关数据，要充分体现“互联网+”的特点与作用。通过

对数据的分析，统计挖掘出相关规律，来支持所建立的数学模型和模型的结论。

问题 1：分析不同时空出租车资源的供求匹配程度

（1）通过分析，定义能够反映不同时空变化规律的合理性供求关系指标。

（2）利用实际数据（真实、可靠），统计计算不同时空下的供求关系指标，

对供求关系的时间、空间的分布规律和匹配程度进行具体的分析讨论。

（3）供求关系指标的定义方法是不唯一的，主要看是否能够反映出租车的

供求关系，并充分说明其合理性。仅用宏观统计数据分析问题不是一种好做法。

问题 2：分析各公司推出的补贴方案是否能缓解“打车难”

各公司推出的补贴方案基本上都是采用等额的补贴方式，依据实际问题，可

以从不同的角度做定性分析，最好是用定量分析，或用机理分析方法建模研究是

否能缓解“打车难”的问题。

（1）允许用不同的方法，给出不同的观点和结论，但要有充分合理的分析

论证和说明。

（2）可以分析比较不同公司推出的补贴方案的不同作用，包括对出租车司

机和乘客正反两个方面的影响作用。

（3）要利用实际数据来检验其模型，验证说明相应结论的正确性。

问题 3：设计更合理的补贴方案

所设计的补贴方案要有针对性地缓解“打车难”的相关问题。

（1）合理的补贴方案一般应该是非等额补贴，或通过“奖励”与“惩罚”

机制，能够促使出租车司机不挑单，或有单即接的效果。

（2）对于方案的合理性或可行性应该给出检验或仿真说明。

http://www.mathor.com

	2005A题 长江水质的评价和预测
	2005A 题 评阅要点
	2005B 题 DVD 在线租赁
	2005B题 评阅要点
	2006A 题 出版社的资源配置
	2006A 题 评阅要点
	2006B 题 艾滋病疗法的评价及疗效的预测
	2006B 题 评阅要点
	2007A 题 中国人口增长预测
	2007A 题 评阅要点
	2007B 题 乘公交，看奥运
	2007B 题 评阅要点
	2008A 题 数码相机定位
	2008A 题 评阅要点
	2008B 题 高等教育学费标准探讨
	2008B题 评阅要点
	2009A题 制动器试验台的控制方法分析
	2009A 题 评阅要点
	2009B 题 眼科病床的合理安排
	2009B题 评阅要点
	2010A题 储油罐的变位识别与罐容表标定
	2010 A 题 评阅要点
	2010B题 上海世博会影响力的定量评估
	2010B题 评阅要点
	2011A题 城市表层土壤重金属污染分析
	2011A题 评阅要点
	2011B题 交巡警服务平台的设置与调度
	2011B题 评阅要点
	2012A题 葡萄酒的评价
	2012A 题 评阅要点
	2012B题 太阳能小屋的设计
	2012 B 题 评阅要点
	2013A题 车道被占用对城市道路通行能力的影响
	2013A 题 评阅要点
	2013B题 碎纸片的拼接复原
	2013B题 评阅要点
	2014A题 嫦娥三号软着陆轨道设计与控制策略
	2014A题 评阅要点
	2014B题 创意平板折叠桌
	2014B题 评阅要点
	2015A题 太阳影子定位
	2015A题 评阅要点
	2015B题“互联网+”时代的出租车资源配置
	2015B题 评阅要点

