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太阳影子定位问题 

摘要 

如何确定视频的拍摄地点和拍摄日期是视频数据分析的重要方面，本文通过研究太

阳影子定位技术，建立了基于太阳影子定位的数学模型。 

第一问，首先，建立太阳高度角和影长的函数关系；接着，利用球面几何关系，推

导出太阳高度角与太阳赤纬角、当地纬度和时角的函数关系；然后，推导赤纬角和时角

的计算方法，参考有关资料用 Bpirges 赤纬角算法和 Lamm时差算法对赤纬角和时角进

行修正，提高模型精度；最后，将题目数据代入影长公式，借助matlab求得太阳影子长

度的变化曲线，影长范围为 3.67 ,7.64m m 。 

第二问，首先，根据影子长度和角度建立影子顶点坐标与当地经纬度的函数关系；

接着，由于影长及坐标轴方向未知，引入相对杆长和方向角差分别消除杆长和坐标轴方

向的影响；然后为了消除误差，使用最小二乘法拟合来进行计算；最后，用matlab编程

求解当地经纬度，分别求得利用影长与角度拟合的两组结果，通过相互检验得到角度拟

合出的结果更好，其解得直杆所处的地点坐标为  19.31 ,110,18N E 。 

第三问，首先仍然根据影长与角度建立影子顶点坐标与当地经纬度、日期的函数关

系，再利用最小二乘法进行曲线拟合，但是所得结果不能满足验证要求，其原因在于仅

考虑影长或角度的关系而忽视了日期与经纬度之间的作用关系；因此，选择利用影子的

顶点在地面上划过的弧长建立新的函数关系，该函数关系既体现影子长度又体现影子角

度；最后，以该函数关系为基础用最小二乘法进行拟合，得到直杆所处的地点和日期，

分别用影长和角度的函数关系对其解进行检验，结果可以相互验证，则得到附件二直杆

所处的地点坐标为  38.99 ,76.83N E
，
，日期为 2015 年 7 月 26 日；附件三直杆所处的

地点坐标为  29.07 ,112.30N E
，
，日期为 2015 年 1 月 21 日。 

第四问，首先进行视频处理，每 2分钟取视频一帧获得 21 张图像；然后，对图像

进行裁剪、增加灰度对比度、锐化、边缘检测等处理，得到影子端点的图像坐标；接着，

利用成像原理，根据图像坐标求得实际坐标；最后，利用前文方法拟合得到其地点和日

期。直杆所处的地点坐标为  40.18 ,122.91N E ；当日期未知时，直杆所处的地点坐标

为  39.86 ,118.89N E
，
，日期为 2015 年 7 月 26 日。 
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一、问题重述 

如何确定视频的拍摄地点和拍摄日期是视频数据分析的重要方面，太阳影子定位技

术就是通过分析视频中物体的太阳影子变化，确定视频拍摄的地点和日期的一种方法。 

1.建立影子长度变化的数学模型，分析影子长度关于各个参数的变化规律，并应用

你们建立的模型画出 2015 年 10 月 22 日北京时间 9:00-15:00 之间天安门广场（北纬 39

度 54 分 26 秒,东经 116 度 23 分 29 秒）3米高的直杆的太阳影子长度的变化曲线。 

2.根据某固定直杆在水平地面上的太阳影子顶点坐标数据，建立数学模型确定直杆

所处的地点。将你们的模型应用于附件1的影子顶点坐标数据，给出若干个可能的地点。 

3. 根据某固定直杆在水平地面上的太阳影子顶点坐标数据，建立数学模型确定直

杆所处的地点和日期。将你们的模型分别应用于附件 2 和附件 3 的影子顶点坐标数据，

给出若干个可能的地点与日期。 

4．附件 4为一根直杆在太阳下的影子变化的视频，并且已通过某种方式估计出直

杆的高度为 2米。请建立确定视频拍摄地点的数学模型，并应用你们的模型给出若干个

可能的拍摄地点。 

如果拍摄日期未知，你能否根据视频确定出拍摄地点与日期？ 

二、问题假设 

(1) 地球为规则的球体 

(2) 所有影长数据均在 2015 年采集 

(3) 不考虑空气折射对影子长度与方向的影响 
 

三、符号说明 

符号 说明 

L  直杆高度 

l  直杆影子长度 

  赤纬角 

  时角 

F  太阳方位角 

  x 轴与当地正南方向的夹角 
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四、问题分析 

问题一，本问是要求太阳影子长度的变化曲线，首先，考虑到将杆长与影子长度联

系起来的是太阳高度角，所以如何求出准确的太阳高度角成为本文的关键；接着，尝试

利用几何关系，推导太阳高度角，发现在当地纬度确定的情况下，只要求出太阳赤纬角

和时角就可以；然后，我们考虑如何推导出太阳赤纬角与时角的求法，在查阅相关资料

后，我们对这两个角度的求法进行了改进；最后，利用改进后的算法，考虑借助matlab

求得太阳影子长度的变化曲线。 

问题二，本问是要在建立以直杆底端为原点的坐标系，水平地面为 xy平面的条件下，

已知影子端点的坐标来求当地的经纬度。首先考虑根据影子长度建立影子顶点坐标与当

地经纬度的函数关系，由于本问中杆长未知，考虑利用比商引入相对杆长消除杆长影响；

接着，考虑根据影子方向建立影子顶点坐标与当地经纬度的函数关系，需要利用太阳方

位角，由于本问中 x y、 轴方向与当地地理方向的关系并不已知，考虑引入 x 轴与当地正

南方向的夹角为，列出影子顶点坐标与太阳方位角函数关系，再利用做差引入影角变

化消除的影响；然后在求解两个函数关系时，为了更好地利用数据，消除误差，考虑

利用最小二乘法拟合来进行计算；最后，考虑用matlab编程求解当地经纬度，并对结果

进行分析。 

问题三，本问与第二问类似，都是已知影子端点的坐标来求当地的经纬度，但区别

是本问的拍摄日期也未知。首先，考虑仍然根据影长与影角建立影子顶点坐标与当地经

纬度、日期的函数关系，再利用最小二乘法拟合求解；接着，考虑对影长与影角结果进

行分析，发现解不能互相验证，考虑其原因在于单纯考虑影长或角度的关系时，日期与

经纬度具有耦合作用；然后，考虑找一种既能体现影长又能体现方向的指标，通过这个

指标来进行拟合，才能找到正确的位置和日期。考虑到影子的顶点在地面上划过的弧长

既包含长度关系又包含角度关系，可以以弧长建立新的函数关系；最后，考虑以该函数

关系为基础用最小二乘法进行拟合，来得到直杆所处的地点和日期，并且可以分别用影

长和角度对其进行检验。 

问题四，本问是要通过视频来求当地的经纬度与拍摄日期。首先，考虑进行视频处

理，将视频录入matlab中，并将视频每 2分钟取一帧，获得 21 张图像；然后，考虑进

行图像处理，对图像进行裁剪、增加灰度对比度、锐化、边缘检测等处理，得到影子端

点的图像坐标；接着，考虑利用成像原理，以图像坐标求得实际坐标；最后，考虑利用

第三问中的弧长函数关系来得到直杆所处的地点和日期。 
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五、模型的建立与求解 

5.1 问题一模型的建立与求解 

 

5.1.1 引入概念 

1.太阳直射点 S  

太阳直射点是地球和太阳中心连线与地球表面的交点。该点的太阳高度角为 °90 。

太阳直射点随地球的自转和公转不断变化，经度坐标以天为单位周期变化，纬度坐标以

年为单位周期变化。 

2.赤纬角  

赤纬角又称太阳赤纬，它是地球赤道平面与太阳和地球中心的连线之间的夹角，即

太阳直射点的纬度。赤纬角是由于地球公转造成的，以年为周期在南回归线与北回归线

的范围内移动，即 ' '[ 23 26 ,23 26 ]，促成了季节的变化。 

3.时角  

时角是当地子午圈与过太阳直射点的子午圈之间的夹角，定义当地子午圈在东为正，

在西为负，范围 ° °( 180 ,180 ] 。时角与研究的地点和时间均相关。 

5.1.2 模型的建立 

h

L

D
           

图 1   太阳高度角地面示意图           图 2   太阳高度角天体示意图 

由图 1易知 cotl L h ，求影长的关键在于求当时当地太阳高度角 h ，而 h 可根据图

2进行求解。如图 2， S 为太阳直射点球， N 为北极点，D为研究对象，则赤纬角、时

角、研究对象纬度分别由  、 、 所示，太阳高度角即为球面弧DS 的余角，球面三角

形DSN 中，边 °90SN   ， °=90DN  ， =SND  ，由球面三角形余弦公式可得： 

° ° ° ° ° °cos(90 )=cos(90 )cos(90 ) sin(90 )sin(90 )sin(90 )h             
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化简可得： 

               sin =sin sin cos cos cos                                  (1)h       

从（1）式中可看出，若当地纬度已知，只需求得赤纬角 、时角 ，即可求得当

地太阳高度角 h ，进而求出影子长度 l 。 

1.赤纬角 的计算 

赤纬角是由于地球赤道平面与公转平面不重合产生的，它是一个近似以年为周期变

化的量，其变化范围为 23 26  。赤纬角全年在南北回归线之间基本呈正弦曲线周期移

动。每年夏至 6 月 21 日或 22 日赤纬达到最大值 23 26  ，太阳位于地球北回归线正上

空，是北半球日照时间最长的一天。随后赤纬角逐渐减少，至秋分 9月 21 日或 22 日赤

纬角等于 °0 时全球的昼夜时间均相等为。冬至 12 月 21 日或 22 日赤纬角减至最小值

23 26  ，此时阳光斜射北半球，北半球昼短夜长。当春分 3 月 21 日或 22 日赤纬角又

回到 °0 ，如此周而复始形成四季
[1]
，如下图： 

冬至
春（秋）分

夏至

M

N

P

Q

O(O＇)S

max

2

 

r0

O’
M

春分

O

t公

1

 

图 3   赤纬度变化图 

图中箭头 1表示上图观察方向，箭头 2 表示下图观察方向，S 为过太阳中心平行于

地球赤道平面的参考平面，PQ MN、 分别是不同位置时地球中心距参考平面的距离，其

中 PQ表示夏至日时地球到参考平面的距离，其值 0 maxsinPQ r  ，其中 0r 为日地距离，
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max 为回归线纬度。 

则任意时刻赤纬度
0

arcsin
MN

r
  ， max 0 max' sin sin sinMN O M r t      公 ，其中

公 为 地 球 的 公 转 角 速 度 ， 由 于 地 球 公 转 平 均 用 时 3 6 5 . 2 4 2天 ， 则

3 6 0 / 3 6 5 . 2 4 2 0 . 9 8 5 6 /d d   公
，t 为地球离开春分点的时间（单位：天）。综上，赤纬度计

算公式为： 

maxarcsin(sin sin )                                         (2)t   公  

2.时角 的计算 

时角是当地子午圈与过太阳直射点的子午圈之间的夹角，设其经度分别为和 0 ，

则有 0    。在一天即 24 小时内，太阳直射点绕地球转过一周，则其运动角速度等

于地球自转角速度， 360 / 24 15 /h h   自
，又因为在北京时间12 : 00时， °120 经线过

太阳直射点，则在北京时间 t 时， 1 2 0 - 1 2 1 5t   （ ） 经线过太阳直射点，即

0 =1 2 0 1 5 1 2t   （ ）。则时角的计算公式为： 

120 +15 12                                            (3)t     （ ）  

3.对计算公式的修正 

事实上，由于地球公转轨道不是正圆，而是一个椭圆，日地距离 0r 及公转角速度公

都不是常数，地球日的时间也受公转的影响，赤纬角 及时角 的精确求解并不如此简

单。历史上对赤纬角 及时角 的求解有多种方法，求解赤纬角 的方法包括Cooper 法、

Spencer法、Stome法、Bpirges法，求解时角 的方法包括 Lamm法、 hillierW 法、 pencerS

法、 oolfW 法。 

查阅相关文献，对以上方法进行简单介绍。 

（1）赤纬角计算方法： 

①Cooper 法 

284
=23.45sin(2 )

365

n
 


  

式中， n为该日期在一年中的日期序号，例如，当日期为 1月 1日时， 1n  ，当
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日期为 3月 22 日时， 81n  。 

② Spencer法 

0.006918 0.399912cos 0.070257sin 0.006758cos(2 )

0.000907sin(2 ) 0.002697cos(3 ) 0.00148sin(3 )

     

     
 

式中，为日角，
2 ( 1)

365

n 
  （ n为该日期在一年中的日期序号）。 

③ Stome法 

1 2 ( 173)
sin 0.39795cos

365.242

n
     
   

  
 

④Bpirges法 

0.3723 23.2567sin( ) 0.1149sin(2 ) 0.1712sin(3 )

0.7580cos( ) 0.3656cos(2 ) 0.0201cos(3 )

wt wt wt

wt wt wt

    

  
 

式中，
360

365.2422
w  ， 01t n n   ，

   0 78.801 0.2422( 1969) 0.25( 1969)n year NT year      

（2）时角计算方法： 

当太阳中心连续两次通过地面静止观察者子午圈时称为一个太阳日。为了弥补由于

地球绕日公转的速度不均匀以及赤道与黄道不在同一平面，导致一年中太阳日长短不一

这一缺点，得到一个相对均匀的时间单位，人们引入一个假想的太阳，称为平太阳
[2]
。

平时生活所用的时间系统是基于平太阳时系统，所以在实时计算太阳时角时，关键是要

将平时转换为视时。视时与平时的差称为时差      eot equation of time 。所以，求解时角

时应用时差修正当地时间在进行计算。与太阳赤纬相同，时差每时每刻都在变化，我们

只能用一些不同精度的近似公式进行推算。 

①Wloof 法 

.258cos 7.416sin 3.648cos(2 ) 9.228sin(2 )eot o x x x x     

式中，
360( 1)

365.242

n
x


  

 

② Spencer法 
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 0.000075 0.001868cos 0.032077sin 0.014615cos(2 ) 0.04089(2 )eot       
式

中，

2 ( 1)

365

n 
 

 

③Whillier 法 

9.87sin(2 ) 7.53cos 1.5sin (10)eot B B B    

式中，
2 ( 81)

364

n
B

 
  

以上三种时差估算方法均以一年为周期，Lamm法选择时差的周期为四年，更贴近

实际。 

④ Lamm法 

5

0

2 2
( ) cos( ) sin( )

365.25 365.25
k k

k

kN kN
eot N A B

 



 
 

 


 

式中， N 为从每一个闰年开始为 1至四年循环的最后一天， kA 和 kB 的参数值见下

表: 

表 1   kA 和 kB 参数值 

k  /kA h  /kB h  

0  2.0870 4e  0  

1 9.2869 3e  1.2229 1e   

2  5.2258 2e   1.5698 3e   

3 1.3077 3e   5.1602 3e   

4  2.1867 3e   2.9823 3e   

5  1.5100 4e  2.3463 4e   

 

以上是求解赤纬角和时角的典型算法，杜春旭等人在《一种高精度太阳位置算法》

一文中对上述算法进行了分类比较，现引述其相关结论
[2]
。 
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    图 4   四种赤纬角算法误差比较 

上图显示近年每天世界时 0时四种求解赤纬角算法的计算误差，可以看出，Bpirges

法误差最小，最大计算误差为 0.025。 

 

图 5   四种时差算法误差比较 

上图显示近年每天世界时 0时四种求解时角算法的计算误差，可以看出，Lamm法

误差最小，最大计算误差为 0.15。 

综上所述，Bpirges赤纬角算法和 Lamm时差算法精度远优于其他算法，本文将采

用上述算法以提高模型的准确性。 

5.1.3 模型的求解 

编写Bpirges赤纬角算法和Lamm时差算法的程序，通过matlab求解赤纬角 和时

角 ，进而求得影长。 

下图为最终的到的 2015 年 10 月 22 日北京时间 9:00-15:00 之间天安门广场（北纬

39 度 54 分 26 秒,东经 116 度 23 分 29 秒）3 米高的直杆的太阳影子长度的变化曲线： 
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图 6   太阳影子长度的变化曲线 

 

从上图中可以看出，在北京时间 9:00-15:00 之间，位于天安门广场的 3 米高直杆

在 9:00 时影长有最大值，为7.64m，随着时间推移，影长在 9:00-12:18 逐渐减小，到

12:18 影长达到最小值，为3.67m，随后，影长在 12:18-15:00 逐渐增大。 

 

5.2 问题二模型的建立与求解 

5.2.1 引入概念 

1.太阳方位角 F  

太阳直射点和当地的大圆连线与当地南经线所成的球面角叫做太阳方位角，规定其

逆时针为正，范围[0 360 )， ，如图中 F 所示： 

 

图 7   太阳方位角示意图 
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2.方位角的求解 

同样在球面三角形DSN 中运用球面三角形余弦公式可得： 

° ° ° ° ° °cos(90 )=cos(90 )cos(90 ) sin(90 )sin(90 )cos(180 )h h F          

化简可得： 

              
sin sin sin

cos =                                                  (4)
cos cos

h
F

h

 




 

 

5.2.2 模型的建立 

1.建立坐标系 

根据题目要求，建立以直杆底端为原点的坐标系，水平地面为 xy平面，但是 xy轴

的方向与地理方向的关系并不已知，直杆垂直于地面。 

2.构建影子顶点坐标与当地经纬度的函数关系 

（1）根据影长建立关系 

由影子顶点坐标可计算得某时刻直杆影长： 

2 2

i i il x y   

根据太阳高度角亦可计算得某时刻直杆影长： 

coti il L h  

则 

2 2cot                                                (5)i i iL h x y   

在 (5) 式中 i ix y、 已知， ih 可根据当地经纬度求得，而杆长 L未知。所以引入相对杆

长
1 1

cot
=

cot

i i
i

l h
l

l h
 消去杆长影响。最终建立的方程为： 

2 2

2 2
1 1 1

cot
                                                (6)

cot

i ii
x yh

h x y





 

（2）根据影子方向建立关系 

由于坐标系已建立，根据影子顶点坐标，还可以获得影子的方向信息，即影子顶点

的坐标可与太阳方向角建立联系。又由于 x y、 轴方向与当地地理方向的关系并不已知，

所以我们假设 x 轴与当地正南方向的夹角为，逆时针为正，其范围 (0,360 ]。 

设某时刻影子与 x 轴夹角为 i ，则 
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arctan i
i

i

y

x
   

又因为当地影子方向与太阳方向成180 ，则 

(arctan 180 )mod360                                     (7)i
i

i

y
F

x
   

在（7）式中 i ix y、 已知， iF 可根据当地经纬度求得，而未知。所以引入影角变化

1 1i i iF F F       消去杆长影响。最终建立的方程为： 

1
1

1

arctan arctan                                         (8)i
i

i

y y
F F

x x
    

可见我们可以根据某一时刻影子顶点的坐标，与当地经纬度建立两个方程，从而解

得当地经纬度坐标。但是影子顶点坐标为测量值，各组数据均存在误差，而且只用一组

数据求得的结果具有偶然性，没有充分利用所给数据。 

3.数据拟合 

为了更高效地利用数据，消除误差影响，提高计算精度，本文采用了最小二乘法对

数据进行拟合。 

下面简要介绍基本最小二乘法的统计学原理: 

设物理量 y 与变量 1 2,  , ,  lx x x 间有基于 1 2 0 1( ,  , , ; , , , )l ny f x x x a a a   的依赖

关系。 

其中 0 1, , , na a a 是方程中需要确定的 1n 个参数。最小二乘法就是通过  1m m n 

个实验点 1 2( , , , , ) ( 1,2, , )i i il ix x x y i m   确定出一组参数值 0 1( , , , )na a a ,使由这组参数

得出的函数值 1 2 1 0 1( , , , ; , , , )i i i ny f x x x a a a   与实验值 iy 间的偏差平方和 0 1( , , , )ns a a a

取得极小值。 

最小二乘法一般采用多点测量来减小随机误差,使待求参数的个数小于方程式个数,

即 1m n  。通过用最小二乘法进行统计处理,使未知数个数和方程个数相等,再进行求

解得出 0 1, , , na a a
[3]
。 

可见，用最小二乘法拟合需要建立一个关系 ( , ) ( , , )x y f t   ，本文之前建立的有关

l F、 的关系均可以满足其要求。我们选择的做法是先利用其中一个关系进行拟合，并

将拟合得到的结果代入另一个关系中检验，通过偏差平方和观察其吻合程度，选择吻合

程度较高作为结果。 
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5.2.3 模型的求解 

使用matlab编程，分别用长度和方向关系根据最小二乘法拟合数据，即可求得对当

地的经纬度，结果如下： 

 

图 8   拟合结果图 

可见，用两种关系的拟合结果都不错，具有较高的吻合度。再将拟合结果代入另一

个关系中进行检验，结果如下： 

 

图 9   检验结果图 

可见，虽然利用影长关系所求解的拟合度更高，但其检验结果并不理想，而利用方

向关系所求解在拟合和检验中都具有很高的吻合度。所以，该直杆所在地坐标为

(19.31 ,110.18 )N E 。根据该坐标可以反求得到 103.4  ，即 x 轴方向为东偏北13.4 ，
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并不是正东方向。 

下图为直杆所在地坐标在地图中的位置： 

 

图 10   第二问直杆地理位置 

5.3 问题三模型的建立与求解 

在上一问中，本文先利用根据影长建立的关系进行拟合，并将拟合得到的结果代入

根据影子方向建立的关系中检验，通过偏差平方和观察其吻合程度，选择吻合程度较高

作为结果。利用影子长度与方向都可以有效地解决影子定位问题，两者相互验证，定位

的准确度较高，因而，本问第一步先采用第二问的方法对问题进行求解。由于地球处于

公转轨道的同一位置时，不同日期的影长和角度相同，故相同的情况会在各年重复出现，

假设题目附件中的数据都是在 2015 年测的。 

5.3.1 使用第二问模型求解 

在本问中当地的经纬度及日期未知，所以位置参数为经纬度与日期三个变量根据第

二问的方法，依旧使用以下函数关系式： 

（1）根据影长建立关系 

2 2

2 2
11 1

cot

cot

i i i
x y h

x y





 

（2）根据影子方向建立关系 
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1
1

1

arctan arctani
i

i

y y
F F

x x
    

用matlab编程，以题目附件二中的数据为例，分别用影长和角度关系根据最小二乘

法拟合数据，求得当地的经纬度及日期，结果如下： 

 
图 11   利用影长拟合结果 

 
图 12   利用角度拟合结果    

由上图可以看出，直接使用第二问的方法所得的解不能互相验证，其原因在于单纯

考虑影长或角度的关系时，日期与经纬度具有耦合作用，以影长因素为例，影长由太阳

高度角决定，太阳高度角与当地纬度和赤纬度的差相关，当日期变化时，日期改变对影

长的影响可以通过改变经纬度来抵消，如下图： 
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图 13   日期与地点耦合关系图 

这样就会产生一系列不同日期和地点的组合，并能使影长满足题中所给条件，而在

这些日期与纬度的组合中，只有一点可以满足角度条件，但由于在拟合过程中单纯考虑

影长条件，故无法找出这一正确组合。相应的单纯考虑角度因素，也会出现相应的问题，

所以，解决此题的关键在于找到一种既能体现影长又能体现方向的指标，通过这个指标

来进行拟合，才能找到正确的位置和日期。 

通过以上结果可以看出，在增加一个未知参数后，单独利用影子长度与方向的方法

的可靠性均降低了，这样的结果并不能令人信服。 

5.3.2 建立新的函数关系并求解 

影子顶点与原点的连线反映影子的长度，连线与 x 轴的夹角反映影子的方向，而影

子的顶点在地面上划过的弧长既包含长度关系又包含角度关系，下面根据弧长建立新的

函数关系。 

( , )i ix y
is

il 1il 

i
1i 

1 1( , )i ix y 

x

y

 

图 14   弧长关系图 
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如图所示，由影子顶点坐标可以计算得第 i 段弧长： 

 
2 2

1 1( )i i i i is x x y y       

再由余弦定理可以计算得第 i 段弧长： 

2 2

1 1 12cos( )i i i i i i is l l l l       
 
 

则 

 
2 2 2 2

1 1 1 1 1( ) 2cos( )            (9)i i i i i i i i i ix x y y l l F F l l            

对弧长进行归一化处理得到相对弧长，消去杆长的影响 

2 2

1 1
1 2

1 1 1 1

cot cot cot cot
2cos( )

cot cot cot

i i i i i
i i i

s h h h h
s F F

l h h h

 


   
        

   
 

则，建立的新函数关系式为 

 
2 2

2 2 1 1
1 1 1 2

1 1 1

cot cot cot cot
( ) 2cos( )   (10)

cot cot cot

i i i i
i i i i i i

h h h h
x x y y F F

h h h

 
  

   
         

   
 

 

上式既能体现影长因素又能体现角度因素，以该式为基础用最小二乘法进行拟合，

即可得到直杆所处的地点和日期。结果如下： 

 

图 15   附件二数据拟合结果 

分别用影长和角度对其进行检验，得到如下结果： 
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图 16   附件二数据检验结果 

从图中可看出，该结果既满足影长条件，又满足角度条件，所以附件 2中点的日期

和坐标为：2015 7 26 38.99 76.83 )N E年 月 日，( ， 。 

 

同理，使用附件 3 中的数据可得到其 日期和坐标为： 2 0 1 5 1 2 1年月 日，

( 2 9 . 0 7 1 1 2 . 3 0 )N E， ，其检验结果见附录。下图为附件二和附件三中直杆在地图中的位

置： 

 
图 17  附件二直杆地理位置               图 18   附件三直杆地理位置 

5.4 问题四模型的建立与求解 

本问不同于前三问，没有直接给出直杆影子顶点的坐标，而是提供了视频，视频中

具有大量的信息，包括天气、植被、过往的行人车辆，以及每一帧中都可以提取的时间

和影子顶点的信息，结合已做的工作，提取有关影子顶点和时间的信息，并用上文方法

求解。 
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5.4.1 视频处理 

这里以matlab为工作平台，将题目所给视频导入到matlab中。下图为导入后得到的

结果： 

 

图 19   视频文件信息 

从图中可知，该视频文件时长 40 分 40 秒，帧率25Hz，即每分钟有 1500 帧图像。

由于附件 1-3 中都给出 21 组数据，所以以两分钟（3000 帧）为间隔对视频进行截取，

得到 21 幅视频截图，以此为基础提取影子顶点和时间信息。 

 

图 20   视频截图 

5.4.2 图像处理 

首先通过观察的方法在图上点选直杆底部像素，读取其图像坐标为 (868,880)，观察

法受人为影响较大，具有一定误差，但误差在可接受范围内。 

然后，提取影子顶点坐标，有以下几个步骤： 

1.图像裁剪 

通过对图像的观察，发现影子顶点只在    867,1700 , 780,930x y  范围内移动，如

图所示 
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故以此范围对图像进行裁剪以降低计算量和计算复杂度。 

2.灰度处理 

用数字图像的直方图代替图像的灰度密度函数。灰度直方图是一个离散函数，表示

数字图像每一灰度级与该灰度级出现频率的对应关系。为了使图像清晰，将图像的灰度

范围拉开，让灰度频率较小的灰度级变大，让灰度直方图在较大的动态范围内趋于一致。

用图像 ( , )f x y 的直方图代替灰度的分布密度函数 ( )fp f ，直方图均化后的图像 g 为
[4] [5]

： 

0
[ ] ( )

f

fg T f p u du    

直方图均化后的图像 ( , )g x y 在该处的灰度 ks 为 

0

[ ]
k

l
k k

l

n
s T r

N

   

上式中，N 为像素总数，L为灰度级的个数， kn 为频数， kr 为 ( , )f x y 在像素 ( , )x y 处

的灰度。 

 

3.图像锐化处理 

为凸显影子边缘，将图像转换为黑白图像： 

 

4.边缘检测 

在图像中，边界表明一个区域的结束，另一个区域的开始。边缘检测利用物体差异

来实现，包括灰度、颜色或者纹理特征。边缘检测实际上就是检测图像特征发生变化的

位置。边缘检测有两个内容：抽出边缘点，剔除间断点，并将边缘连接成完成的线： 
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5.求影子端点图像坐标 

图像处理至此，影子端点已十分清晰，只需计算白色图像最右端点的坐标即可。 

5.4.3 坐标转化 

上一步中所得的坐标为图像的像素坐标，想要求解待求量，还需将图像的像素坐标

转化成实际坐标，而坐标的转化要涉及到坐标系的转化。这里主要有： 

1.图像坐标系：在图像上以摄像机光轴与图像平面的交点为原点的坐标系。该坐标

系下有两种坐标，一种是以像素为单位的图像坐标，另一种是以毫米为单位的图像坐标，

分别以 ( , )u v 和 ( , )x y 来表示，若设每一个像素在x轴与y轴方向上的物理尺寸为 ,x y  ，

则 ( , )u v 和 ( , )x y 有如下关系： 

0

0

x
u u

x

y
v v

y

 


 


 

2.摄像机坐标系：以摄像机光心为原点的坐标系，坐标以 ' ' '( , , )X Y Z 来表示，摄像

坐标系原点与图像坐标系原点间的距离为焦距 f 。 

3.实际坐标系：以实际地物为原点的坐标系，坐标以 ( , , )X Y Z 来表示。 ' ' '( , , )X Y Z 和

( , , )X Y Z 的关系是： 

'

'

'

11

X X

YY

ZZ


   
   
   
   
   
    

 

其中是4 4 旋转矩阵。 

这里，本文采用线性成像模型，示意图如下： 
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Z’

P(X’,Y’,Z’)

O1

p

x

y

X’

Y’

O

Z

X

Y

 

图 21   线性成像示意图 

从图中可以看出如下的比例关系： 

'

'

'

'

fX
x

Z

fY
y

Z





 

将三种坐标系下的坐标结合起来，就得到了图像的像素坐标与实际坐标之间的关系： 

'

1
1

X
u

Y
Z v

Z


 
   
   
   
    

 

 

 表示一个3 4 的旋转矩阵。 

在本问中已知杆长，就相当于有了空间上的已知点，利用这些已知点就可以求出旋

转矩阵，从而根据影子端点的像素坐标，得到它的实际坐标。 

用matlab计算，得到影子端点的实际坐标如下表所示： 
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表 2   影子端点的实际坐标 

时间 X Y 

8:54 2.3181 0.4710 

8:56 2.2946 0.4120 

8:58 2.2592 0.4120 

9:00 2.2356 0.3530 

9:02 2.2300 0.3530 

9:04 2.1780 0.2950 

9:06 2.1532 0.2650 

9:08 2.1178 0.2360 

9:10 2.8540 0.2360 

9:12 2.6190 0.1770 

9:14 2.2650 0.1770 

9:16 2.1180 0.1180 

9:18 1.9823 0.1180 

9:20 1.9588 0.5900 

9:22 1.9175 0.5900 

9:24 1.8969 -0.2900 

9:26 1.8740 -0.5900 

9:28 1.8468 -0.5900 

9:30 1.8233 -0.5900 

9:32 1.8270 0.4710 

9:34 1.7761 0.4120 

根据上表，应用前文的方法解得当地坐标 (40.18 ,122.91 )N E ，根据该坐标可以反

求得到杆长 1.72L  ，与题中数据相近。其拟合结果和地理位置如下： 
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图 22   第四问拟合结果    图 23   第四问直杆地理位置 

 

六、模型评价 

6.1 模型的优点 

（1）查阅资料，利用了Bpirges赤纬角算法和 Lamm时差算法对求解赤纬角和时角

的方法进行了改进，得到了较为精确的结果，提高了模型的准确性。 

（2）利用影子的顶点在地面上划过的弧长建立新的函数关系，对问题进行求解，

能够同时反映长度关系和角度关系，提高了模型的可靠性。 

（3）在处理图像时，通过图像裁剪、灰度处理等工作使图像分析预处理数据时更

加简便、清晰。 

6.2 模型的缺点 

模型没有考虑大气层对光的折射，导致分析影长与角度时可能会出现误差。 
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八、附录 

1.附件三拟合及检验结果： 

 

图 24   附件三数据拟合结果 

 

图 25   附件三数据检验结果 

 

2.相关程序 

利用影长拟合： 

l1=sqrt(X1.^2+Y1.^2); 

ll1=l1/l1(1); 

pl0=[phi lamda]; 

[PL1,var11]=lsqcurvefit(@ratio_l,pl0,th1,ll1); 

theta1=atan(Y1./X1); 

dtheta1=(theta1-theta1(1))*180/pi; 

[PL12,var12]=lsqcurvefit(@d_F,pl0,th1,dtheta1); 

ll1_check=ratio_l(PL1,th1); 

plot(th1,ll1); 
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hold on 

plot(th1,ll1_check,'*r'); 

title('利用影长拟合结果','fontsize',20); 

xlabel('时间','fontsize',20); 

ylabel('相对影长','fontsize',20); 

lege=legend('原始数据','拟合数据'); 

set(lege,'fontsize',20); 

text(14.8,1.5,['偏差平方和',10,num2str(var11)],'fontsize',20); 

text(15.1,1.1,['(',num2str(PL12(1),4),',',num2str(PL12(2),5),')'],... 

    'fontsize',20);  

利用角度拟合： 

theta1=atan(Y1./X1); 

dtheta1=(theta1-theta1(1))*180/pi; 

pl0=[phi lamda]; 

[PL12,var12]=lsqcurvefit(@d_F,pl0,th1,dtheta1); 

dth1_check=d_F(PL12,th1); 

F1_check=calc_F(T,PL12(1),PL12(2),th1); 

Delta=F1_check-180-theta1*180/pi; 

Delta_bar=mean(Delta); 

plot(th1,dtheta1); 

hold on 

plot(th1,dth1_check,'*r'); 

title('利用角度拟合结果','fontsize',20); 

xlabel('时间','fontsize',20); 

ylabel('影角变化','fontsize',20); 

lege=legend('原始数据','拟合数据'); 

set(lege,'fontsize',20); 

text(15.3,-3,['偏差平方和',10,num2str(var12)],'fontsize',20); 

text(14.75,-7,['(',num2str(PL1(1),4),',',num2str(PL1(2),5),')'],... 

    'fontsize',20); 


